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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0), x0 ∈ R.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè lim

x→x0
f (x) = f (x0).

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ýêâèâàëåíòíî
îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå:

1 ∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ x : |x − x0| < δ → |f (x)− f (x0)| < ε;

2 ∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : f (Uδ(x0)) ⊂ Uε(f (x0));

3 ∀U(f (x0)) → ∃U(x0) : f (U(x0)) ⊂ U(f (x0));

4 ∀ {xn} : xn ∈ U(x0), lim
n→∞

xn = x0 → lim
n→∞

f (xn) = f (x0).
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Ëåììà î ñîõðàíåíèè çíàêà ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â x0, f (x0) > 0. Òîãäà

∃U(x0) : ∀ x ∈ U(x0) → f (x) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ε =
d

2
> 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

|f (x)− f (x0)| < d

2
ïðè |x − x0| < δ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∀ x ∈ U(x0) → f (x) = f (x0) + (f (x)− f (x0)) > d − d

2
=

d

2
> 0.

Òåîðåìà (àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé)

Ïóñòü ôóíêöèè f , g íåïðåðûâíû â òî÷êå x0. Òîãäà ôóíêöèè f + g , f − g , fg , à

ïðè g(x0) 6= 0 è
f

g
íåïðåðûâíû â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

lim
x→x0

(f (x)± g(x)) = lim
x→x0

f (x)± lim
x→x0

g(x) = f (x0)± g(x0).

lim
x→x0

f (x)g(x) = lim
x→x0

f (x) · lim
x→x0

g(x) = f (x0)g(x0).
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Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ
f

g
íåïðåðûâíà â x0. Ïî ëåììå î ñîõðàíåíèè çíàêà,

∃U(x0) : ∀ x ∈ U(x0) → g(x) 6= 0,

òàê ÷òî ÷àñòíîå
f

g
îïðåäåëåíî íà U(x0). Ïîýòîìó

lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

lim
x→x0

f (x)

lim
x→x0

g(x)
=

f (x0)

g(x0)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå

Ìíîãî÷ëåíû è ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà â òî÷êå t0,
ϕ(t0) = x0. Òîãäà ôóíêöèÿ f ◦ ϕ íåïðåðûâíà â òî÷êå t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y0 = f (x0), U(y0) � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü y0.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â x0,

∃U(x0) : f (U(x0)) ⊂ U(y0)

Òàê êàê ϕ íåïðåðûâíà â òî÷êå t0, òî

∃U(t0) : ϕ(U(t0)) ⊂ U(x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, íà U(t0) îïðåäåëåíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f ◦ ϕ, ïðè÷åì

(f ◦ ϕ)(U(t0)) = f (ϕ(U(t0))) ⊂ U(y0),

ãäå y0 = f (x0) = f (ϕ(t0)) = (f ◦ ϕ)(t0).
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè U(y0) ýòî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü f ◦ ϕ â òî÷êå t0.
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Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ ϕ îïðåäåëåíà íà Ů(t0) è
∃ lim

t→t0
ϕ(t) = x0. Òîãäà

∃ lim
t→t0

(f ◦ ϕ)(t) = f ( lim
t→t0

ϕ(t)) = f (x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîîïðåäåëèì (èëè ïåðåîïðåäåëèì åå, åñëè îíà èçíà÷àëüíî
áûëà îïðåäåëåíà â t0) ôóíêöèþ ϕ â òî÷êå t0, ïîëîæèâ ϕ(t0) = x0. Òîãäà ϕ
ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå t0. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùåé
òåîðåìîé.

Òåîðåìà

Ïóñòü ∃ lim
x→x0

f (x) = y0. Ïóñòü ϕ îïðåäåëåíà íà Ů(t0), x0 6∈ ϕ(Ů(t0)) è

∃ lim
t→t0

ϕ(t) = x0. Òîãäà ∃ lim
t→t0

(f ◦ ϕ)(t) = y0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîîïðåäåëèì (ïåðåîïðåäåëèì) ôóíêöèþ f â òî÷êå x0,
ïîëîæèâ f (x0) = y0. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé.
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t→t0

ϕ(t) = x0. Òîãäà ∃ lim
t→t0

(f ◦ ϕ)(t) = y0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîîïðåäåëèì (ïåðåîïðåäåëèì) ôóíêöèþ f â òî÷êå x0,
ïîëîæèâ f (x0) = y0. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé.
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Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ ϕ îïðåäåëåíà íà Ů(t0) è
∃ lim

t→t0
ϕ(t) = x0. Òîãäà

∃ lim
t→t0

(f ◦ ϕ)(t) = f ( lim
t→t0

ϕ(t)) = f (x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîîïðåäåëèì (èëè ïåðåîïðåäåëèì åå, åñëè îíà èçíà÷àëüíî
áûëà îïðåäåëåíà â t0) ôóíêöèþ ϕ â òî÷êå t0, ïîëîæèâ ϕ(t0) = x0. Òîãäà ϕ
ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå t0. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùåé
òåîðåìîé.

Òåîðåìà

Ïóñòü ∃ lim
x→x0

f (x) = y0. Ïóñòü ϕ îïðåäåëåíà íà Ů(t0), x0 6∈ ϕ(Ů(t0)) è

∃ lim
t→t0

ϕ(t) = x0. Òîãäà ∃ lim
t→t0

(f ◦ ϕ)(t) = y0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîîïðåäåëèì (ïåðåîïðåäåëèì) ôóíêöèþ f â òî÷êå x0,
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Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ ϕ îïðåäåëåíà íà Ů(t0) è
∃ lim
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ϕ(t) = x0. Òîãäà

∃ lim
t→t0

(f ◦ ϕ)(t) = f ( lim
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ϕ(t)) = f (x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîîïðåäåëèì (èëè ïåðåîïðåäåëèì åå, åñëè îíà èçíà÷àëüíî
áûëà îïðåäåëåíà â t0) ôóíêöèþ ϕ â òî÷êå t0, ïîëîæèâ ϕ(t0) = x0. Òîãäà ϕ
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∃ lim
t→t0

ϕ(t) = x0. Òîãäà ∃ lim
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(f ◦ ϕ)(t) = y0.
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Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå òðè ïðåäûäóùèå òåîðåìû, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �ïî
Ãåéíå�.

Óïðàæíåíèå

Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ ôóíêöèé, òàêèõ, ÷òî

∃ lim
t→t0

ϕ(t) = x0, ∃ lim
x→x0

f (x) = y0,

íî lim
t→t0

f (ϕ(t)) 6= y0.

TrushinBV.ru Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè 25 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. 7 / 15



Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå òðè ïðåäûäóùèå òåîðåìû, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �ïî
Ãåéíå�.

Óïðàæíåíèå

Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ ôóíêöèé, òàêèõ, ÷òî

∃ lim
t→t0

ϕ(t) = x0, ∃ lim
x→x0

f (x) = y0,

íî lim
t→t0

f (ϕ(t)) 6= y0.
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü è òî÷êè ðàçðûâà

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà U(x0 + 0), íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà â

òî÷êå x0, åñëè
∃ f (x0 + 0) = f (x0).

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà U(x0 − 0), íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â

òî÷êå x0, åñëè
∃ f (x0 − 0) = f (x0).

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà íåïðåðûâíà â x0 ñïðàâà è ñëåâà.
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü è òî÷êè ðàçðûâà

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà U(x0 + 0), íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà â

òî÷êå x0, åñëè
∃ f (x0 + 0) = f (x0).

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà U(x0 − 0), íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â

òî÷êå x0, åñëè
∃ f (x0 − 0) = f (x0).

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà íåïðåðûâíà â x0 ñïðàâà è ñëåâà.
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü è òî÷êè ðàçðûâà

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà U(x0 + 0), íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà â

òî÷êå x0, åñëè
∃ f (x0 + 0) = f (x0).

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà U(x0 − 0), íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â

òî÷êå x0, åñëè
∃ f (x0 − 0) = f (x0).

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà íåïðåðûâíà â x0 ñïðàâà è ñëåâà.
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Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà Ů(x0), x0 ∈ R, íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå x0,
åñëè îíà íå îïðåäåëåíà â x0 èëè îïðåäåëåíà â x0, íî íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â x0.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà x0 ðàçðûâà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, åñëè
ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû f (x0 − 0), f (x0 + 0). Ïðè ýòîì ðàçíîñòü
f (x0 + 0)− f (x0 − 0) íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Åñëè ïðè
ýòîì f (x0 + 0) = f (x0 − 0), òî åñòü ñêà÷îê ðàâåí íóëþ, òî x0 íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.
Òî÷êà ðàçðûâà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ðàçðûâà II-ãî ðîäà.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ èìååò íà ýòîì îòðåçêå íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà.
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Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà Ů(x0), x0 ∈ R, íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå x0,
åñëè îíà íå îïðåäåëåíà â x0 èëè îïðåäåëåíà â x0, íî íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â x0.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà x0 ðàçðûâà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, åñëè
ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû f (x0 − 0), f (x0 + 0).

Ïðè ýòîì ðàçíîñòü
f (x0 + 0)− f (x0 − 0) íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Åñëè ïðè
ýòîì f (x0 + 0) = f (x0 − 0), òî åñòü ñêà÷îê ðàâåí íóëþ, òî x0 íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.
Òî÷êà ðàçðûâà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ðàçðûâà II-ãî ðîäà.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ èìååò íà ýòîì îòðåçêå íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà.
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Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà Ů(x0), x0 ∈ R, íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå x0,
åñëè îíà íå îïðåäåëåíà â x0 èëè îïðåäåëåíà â x0, íî íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â x0.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà x0 ðàçðûâà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, åñëè
ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû f (x0 − 0), f (x0 + 0). Ïðè ýòîì ðàçíîñòü
f (x0 + 0)− f (x0 − 0) íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Åñëè ïðè
ýòîì f (x0 + 0) = f (x0 − 0), òî åñòü ñêà÷îê ðàâåí íóëþ, òî x0 íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.
Òî÷êà ðàçðûâà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ðàçðûâà II-ãî ðîäà.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ èìååò íà ýòîì îòðåçêå íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà.
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Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà Ů(x0), x0 ∈ R, íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå x0,
åñëè îíà íå îïðåäåëåíà â x0 èëè îïðåäåëåíà â x0, íî íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â x0.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà x0 ðàçðûâà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, åñëè
ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû f (x0 − 0), f (x0 + 0). Ïðè ýòîì ðàçíîñòü
f (x0 + 0)− f (x0 − 0) íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Åñëè ïðè
ýòîì f (x0 + 0) = f (x0 − 0), òî åñòü ñêà÷îê ðàâåí íóëþ, òî x0 íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.

Òî÷êà ðàçðûâà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ðàçðûâà II-ãî ðîäà.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ èìååò íà ýòîì îòðåçêå íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà.
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Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà Ů(x0), x0 ∈ R, íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå x0,
åñëè îíà íå îïðåäåëåíà â x0 èëè îïðåäåëåíà â x0, íî íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â x0.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà x0 ðàçðûâà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, åñëè
ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû f (x0 − 0), f (x0 + 0). Ïðè ýòîì ðàçíîñòü
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áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà.

TrushinBV.ru Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè 25 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. 9 / 15



Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà Ů(x0), x0 ∈ R, íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå x0,
åñëè îíà íå îïðåäåëåíà â x0 èëè îïðåäåëåíà â x0, íî íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â x0.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà x0 ðàçðûâà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, åñëè
ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû f (x0 − 0), f (x0 + 0). Ïðè ýòîì ðàçíîñòü
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Òî÷êà ðàçðûâà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî ðîäà, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ðàçðûâà II-ãî ðîäà.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ èìååò íà ýòîì îòðåçêå íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà.
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a; b] è íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé åãî òî÷êå,
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ýòîì îòðåçêå. Ïðè ýòîì ïîä íåïðåðûâíîñòüþ â
òî÷êàõ a, b ïîíèìàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà è ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü íà èíòåðâàëå, íà ïîëóèíòåðâàëå.

Îïðåäåëåíèå

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà E , äîñòèãàåò íà E ñâîåé âåðõíåé

ãðàíè, åñëè
∃ x0 ∈ E : f (x0) = sup

E
f .
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

Îïðåäåëåíèå
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
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íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ýòîì îòðåçêå. Ïðè ýòîì ïîä íåïðåðûâíîñòüþ â
òî÷êàõ a, b ïîíèìàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà è ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà E , äîñòèãàåò íà E ñâîåé âåðõíåé

ãðàíè, åñëè
∃ x0 ∈ E : f (x0) = sup

E
f .

TrushinBV.ru Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè 25 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. 10 / 15



Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà

Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, îãðàíè÷åíà è äîñòèãàåò íà íåì ñâîèõ
âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], è ïóñòü
B = sup

[a;b]

f 6 +∞. Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè

∀ n ∈ N → ∃ xn ∈ [a; b] : f (xn) ∈ U 1
n
(B).

Ñëåäîâàòåëüíî, f (xn)→ B ïðè n→∞.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà, òàê êàê a 6 xn 6 b. Ïî òåîðåìå
Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk}: lim

k→∞
xnk → x0.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå a 6 xnk 6 b, ïîëó÷àåì, ÷òî x0 ∈ [a; b]. Â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå x0, èìååì lim

k→∞
f (xnk ) = f (x0). Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, {f (xnk )} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ê B
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó lim

k→∞
f (xnk ) = B.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
[a;b]

f = B = f (x0).
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Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà
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k→∞
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äðóãîé ñòîðîíû, {f (xnk )} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ê B
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó lim
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Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
[a;b]

f = B = f (x0).
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ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk}: lim

k→∞
xnk → x0.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå a 6 xnk 6 b, ïîëó÷àåì, ÷òî x0 ∈ [a; b]. Â
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k→∞
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Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà
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Îòñþäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî sup
[a;b]

f < +∞, òî åñòü ÷òî ôóíêöèÿ f

îãðàíè÷åíà ñâåðõó, è, âî-âòîðûõ, ÷òî ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò ñâîåé âåðõíåé
ãðàíè â òî÷êå x0.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñíèçó è äîñòèãàåò
ñâîåé íèæíåé ãðàíè.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå

Îñòàíåòñÿ ëè âåðíûì óòâåðæäåíèå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, åñëè â åå
óñëîâèÿõ îòðåçîê [a; b] çàìåíèòü íà èíòåðâàë (a; b)?

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], è ïóñòü
∀ x ∈ [a; b] → f (x) > 0. Òîãäà ∃ d > 0 : ∀ x ∈ [a; b] → f (x) > d .
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Îòñþäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî sup
[a;b]

f < +∞, òî åñòü ÷òî ôóíêöèÿ f

îãðàíè÷åíà ñâåðõó, è, âî-âòîðûõ, ÷òî ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò ñâîåé âåðõíåé
ãðàíè â òî÷êå x0.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñíèçó è äîñòèãàåò
ñâîåé íèæíåé ãðàíè.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå

Îñòàíåòñÿ ëè âåðíûì óòâåðæäåíèå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, åñëè â åå
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], è ïóñòü
∀ x ∈ [a; b] → f (x) > 0. Òîãäà ∃ d > 0 : ∀ x ∈ [a; b] → f (x) > d .
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Îòñþäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî sup
[a;b]

f < +∞, òî åñòü ÷òî ôóíêöèÿ f

îãðàíè÷åíà ñâåðõó, è, âî-âòîðûõ, ÷òî ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò ñâîåé âåðõíåé
ãðàíè â òî÷êå x0.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñíèçó è äîñòèãàåò
ñâîåé íèæíåé ãðàíè.
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Îòñþäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî sup
[a;b]

f < +∞, òî åñòü ÷òî ôóíêöèÿ f

îãðàíè÷åíà ñâåðõó, è, âî-âòîðûõ, ÷òî ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò ñâîåé âåðõíåé
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà íà E è äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ E ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∀ x ∈ E → f (x) 6 f (x0).

Òîãäà òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè f íà E . Çíà÷åíèå
f (x0) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóìîì ôóíêöèè f íà E è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
max
E

f .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà E è ìèíèìóì f íà
E , îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì min

E
f .

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà óòâåðæäàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå
ôóíêöèÿ èìååò íà ýòîì îòðåçêå ìàêñèìóì è ìèíèìóì.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà íà E è äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ E ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∀ x ∈ E → f (x) 6 f (x0).

Òîãäà òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè f íà E . Çíà÷åíèå
f (x0) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóìîì ôóíêöèè f íà E è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
max
E

f .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà E è ìèíèìóì f íà
E , îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì min

E
f .

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà óòâåðæäàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå
ôóíêöèÿ èìååò íà ýòîì îòðåçêå ìàêñèìóì è ìèíèìóì.
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Òåîðåìà Êîøè (î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ôóíêöèè)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], f (a) = A, f (b) = B. Ïóñòü
÷èñëî C íàõîäèòñÿ ìåæäó ÷èñëàìè A è B. Òîãäà

∃ c ∈ [a; b] : f (c) = C .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, A = f (a) 6 C 6 f (b) = B.
Ïîäåëèì îòðåçîê [a; b] ïîïîëàì è ÷åðåç [a1, b1] îáîçíà÷èì òàêóþ åãî
ïîëîâèíó, äëÿ êîòîðîé f (a1) 6 C 6 f (b1). Ïîäåëèì îòðåçîê [a1, b1] ïîïîëàì è
÷åðåç [a2, b2] îáîçíà÷èì òàêóþ åãî ïîëîâèíó, äëÿ êîòîðîé f (a2) 6 C 6 f (b2).
Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì ñòÿãèâàþùóþñÿ ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ
{[an, bn]}, äëÿ êîòîðûõ

f (an) 6 C 6 f (bn).

Ïóñòü c ∈ [an, bn] � èõ îáùàÿ òî÷êà. Òîãäà an → c , bn → c ïðè n→∞ è (â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå c)

f (an)→ f (c), f (bn)→ f (c) ïðè n→∞.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå f (an) 6 C 6 f (bn), ïîëó÷àåì

f (c) 6 C 6 f (c) ⇒ f (c) = C ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b] è f (a) è f (b) èìåþò ðàçíûå çíàêè.
Òîãäà

∃ c ∈ (a; b) : f (c) = 0.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b], m = min
[a;b]

f , M = max
[a;b]

f . Òîãäà

f ([a; b]) = [m;M].
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