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Ïðåäåë ôóíêöèè
Ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü X è Y � äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà. Ïóñòü êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X
ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå îäèí è òîëüêî îäèí ýëåìåíò y ∈ Y . Òîãäà ãîâîðÿò,

÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Y . Îáîçíà÷èâ ýòó

ôóíêöèþ áóêâîé f , ìîæíî çàïèñàòü f : X → Y . ×åðåç f (x) îáîçíà÷àþò
çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà ýëåìåíòå x , òî åñòü òîò ýëåìåíò y ∈ Y , êîòîðûé

ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó x ∈ X , y = f (x).

Ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ôóíêöèè, à ýëåìåíò y = f (x) ∈ Y
íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè.

Ïðè ýòîì X íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , à

f (X ) = {y : ∃ x ∈ X : y = f (x)} ⊂ Y

íàçûâàþò îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè f .
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Îïðåäåëåíèå

Ïðè E ⊂ X ìíîæåñòâî f (E ) = {y : ∃ x ∈ E : y = f (x)} íàçûâàåòñÿ
îáðàçîì E .

Ïðè D ⊂ Y ìíîæåñòâî f −1(D) = {x ∈ X : f (x) ∈ D} íàçûâàåòñÿ ïîëíûì

ïðîîáðàçîì D.
Ïðè E ⊂ X ôóíêöèÿ fE : E → Y , fE (x) = f (x) ïðè x ∈ E , íàçûâàåòñÿ
ñóæåíèåì ôóíêöèè f íà E .

Îïðåäåëåíèå

Ãðàôèêîì ôóíêöèè f : X → Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð {(x , f (x)) : x ∈ X}.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà X , à ôóíêöèÿ ϕ � íà Z , ïðè÷åì ϕ(Z ) ⊂ X .
Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f ◦ ϕ îïðåäåëÿåòñÿ íà Z ôîðìóëîé

∀ z ∈ Z → (f ◦ ϕ)(z) = f (ϕ(z)).
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Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé, åñëè åå çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé çàïèñü f 6 g íà E áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

∀ x ∈ E → f (x) 6 g(x).

Àíàëîãè÷íûé ñìûñë áóäóò èìåòü çàïèñè f < g , f = g , f > g , f > g , f > 0,
f > 0, f 6= 0, f = C íà E .

Îïðåäåëåíèå

×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè îáëàñòü åå

çíà÷åíèé f (X ) îãðàíè÷åíà.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå E . Òîãäà sup
E

f = sup f (E )

íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ÷èñëîâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå E .

Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäóò èçó÷àòüñÿ ëèøü ÷èñëîâûå

ôóíêöèè, çàäàííûå íà ÷èñëîâîì ìíîæåñòâå X ⊂ R.
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Ïðåäåë ôóíêöèè
Äâà îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâà

Ůε(a) = Uε(a) \ {a}, Ů(a) = U(a) \ {a}

íàçûâàþòñÿ ïðîêîëîòûìè îêðåñòíîñòÿìè òî÷êè a.

Òî÷êîé íàçûâàþò ëþáîé ýëåìåíò R̂.

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå �ïî Êîøè�: Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ R̂. Òî÷êà A ∈ R̂ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì f
ïðè x → a, åñëè

∀U(A) → ∃U(a) : f (Ů(a)) ⊂ U(A).

Îïðåäåëåíèå �ïî Ãåéíå�: Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà Ů(a), a ∈ R̂.
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} òàêîé, ÷òî ∀ n ∈ N → xn ∈ Ů(a) è lim
n→∞

xn = a

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f (xn) ñõîäèòñÿ ê A.
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðåäåëà ïèøóò lim
x→a

f (x) = A èëè f (x)→ A ïðè x → a.

Òåîðåìà

Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà �ïî Êîøè� è �ïî Ãåéíå� ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f
ïðè x → a �ïî Êîøè�, òî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a �ïî

Ãåéíå�.

Ïóñòü f : Ů(a)→ R, è ïóñòü A = lim
x→a

f (x) �ïî Êîøè�. Ïóñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òàêîâà, ÷òî xn ∈ Ů(a), xn → a ïðè n→∞. Ïîêàæåì,

÷òî lim
n→∞

f (xn) = A.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òîãäà

∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ x ∈ Ůδ(a) → f (x) ∈ Uε(A).

Â ñèëó ñõîäèìîñòè xn → a ïðè n→∞ è xn ∈ Ů(a) äëÿ ýòîãî δ

∃ nδ ∈ N : ∀ n > nδ → xn ∈ Ůδ.

Íî òîãäà

∀ n > nδ → f (xn) ∈ Uε(A),

òî åñòü f (xn)→ A ïðè n→∞, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a �ïî

Ãåéíå�, òî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a �ïî Êîøè�.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî

∃ ε0 > 0 : ∀ δ > 0 → ∃ x ∈ Ůδ(a) : f (x) 6∈ Uε0(A).

Â êà÷åñòâå δ áóäåì áðàòü δ = 1
n è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå x îáîçíà÷àòü

÷åðåç xn, òî åñòü

∀ n ∈ N → ∃ xn ∈ Ů 1
n
(a) : f (xn) 6∈ Uε0(A).

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} èìååì

xn 6= a, lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

f (xn) 6= A,

òî åñòü A íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a �ïî Ãåéíå�, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó óñëîâèþ.
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Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→0

sin 1
x íå ñóùåñòâóåò.

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �ïî Êîøè� â òî÷êå:

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà Ů(a), a ∈ R. ×èñëî a ∈ R íàçûâàåòñÿ

ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ x : 0 < |x − a| < δ → |f (x)− A| < ε.
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Ïðåäåë ôóíêöèè
Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèè

Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèè f , g , h îïðåäåëåíû íà Ůδ0(a), a ∈ R, f 6 g 6 h íà Ůδ0(a),
lim
x→a

f (x) = A, lim
x→a

h(x) = A, A ∈ R. Òîãäà lim
x→a

g(x) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ, ÷òî lim
x→a

g(x) = A �ïî Ãåéíå�. Ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}:

∀ n ∈ N → xn ∈ Ůδ0(a), lim
n→∞

xn = a.

Èìååì

f (xn) 6 g(xn) 6 h(xn).

Ïîñêîëüêó lim
n→∞

f (xn) = A, lim
n→∞

h(xn) = A, òî â ñèëó ñîîòâåòñòâóþùåãî

ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëó÷àåì, ÷òî lim
n→∞

g(xn) = A. Â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà �ïî Ãåéíå�

çàêëþ÷àåì, ÷òî lim
x→a

g(x) = A.
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Òåîðåìà (àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ)

Ïóñòü a ∈ R̂, ôóíêöèè f , g îïðåäåëåíû íà Ů(a), lim
x→a

f (x) = A, lim
x→a

g(x) = B,

A,B ∈ R. Òîãäà

1 lim
x→a

(f (x) + g(x)) = A + B;

2 lim
x→a

f (x)g(x) = AB;

3 åñëè äîïîëíèòåëüíî g(x) 6= 0 ïðè x ∈ Ů(a) è B 6= 0, òî

lim
x→a

f (x)

g(x)
=

A

B
.
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