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Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè:

(1 + α)n > 1 + αn ïðè α > 0, n ∈ N.

Òåîðåìà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an =

(
1 +

1

n

)n

èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn =

(
1 +

1

n

)n+1

.

Èç íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè ñëåäóåò, ÷òî

xn =

(
1 +

1

n

)n+1

> 1 +
n + 1

n
> 2.
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Ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ:

xn−1
xn

=

(
1 + 1

n−1

)n

(
1 + 1

n

)n+1 =
n

n + 1

(
n2

(n + 1)(n − 1)

)n

=

=
n

n + 1

(
1 +

1

n2 − 1

)n

.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè, ïîëó÷àåì, ÷òî

xn−1
xn

>
n

n + 1

(
1 +

n

n2 − 1

)
=

n3 + n2 − n

n3 + n2 − n − 1
> 1.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñü {xn} ñõîäèòñÿ.
Íî òîãäà ñóùåñòâóåò è

lim
n→∞

an = lim
n→∞

xn

1 + 1
n

=
lim

n→∞
xn

lim
n→∞

(
1 + 1

n

) = lim
n→∞

xn,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.
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Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü {nk} � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank} = {ank}∞k=1 íàçûâàåòñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.

Îïðåäåëåíèå

×àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ïðåäåë êàêîé-ëèáî åå
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ â R.

Óïðàæíåíèå

Ýëåìåíò µ ∈ R ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ îêðåñòíîñòü U(µ) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Óïðàæíåíèå

Ïóñòü {rn} � êàêèì-ëèáî îáðàçîì çàíóìåðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå ìíîæåñòâî åå ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ.

Îïðåäåëåíèå

Âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé â R èç
åå ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ.
Åãî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì lim

n→∞
an.

Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà

Âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò õîòÿ áû îäèí ÷àñòè÷íûé
ïðåäåë.

Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå îáùåé òåîðåìû.
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Òåîðåìà

Âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò â R âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû.

Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ âåðõíåãî ïðåäåëà). Ïóñòü {an} � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X = {x : x ∈ R, ïðàâåå x ëåæèò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè}.
I ñëó÷àé. X = ∅. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü U(−∞) ñîäåðæèò ïî÷òè
âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü ∃ lim

n→∞
an = −∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

−∞ � åäèíñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, òàê ÷òî
lim
n→∞

an = −∞.

II ñëó÷àé. X 6= ∅. Òîãäà ∃ supX = b, −∞ < b 6 +∞. Ïîêàæåì, ÷òî
b = lim

n→∞
an. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0, è ïóñòü b′ε ∈ Uε(b), b

′
ε < b. Òîãäà

èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ x ′ε ∈ X :
b′ε < x ′ε 6 b. Ïîýòîìó ïðàâåå b′ε ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Åñëè b′′ > b, òî b′′ 6∈ X , òàê ÷òî ïðàâåå b′′ ëåæèò
íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
Uε(b) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è, â
ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, b � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.

TrushinBV.ru Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà 17 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. 6 / 10



Òåîðåìà
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Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ âåðõíåãî ïðåäåëà). Ïóñòü {an} � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X = {x : x ∈ R, ïðàâåå x ëåæèò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè}.

I ñëó÷àé. X = ∅. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü U(−∞) ñîäåðæèò ïî÷òè
âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü ∃ lim

n→∞
an = −∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

−∞ � åäèíñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, òàê ÷òî
lim
n→∞

an = −∞.

II ñëó÷àé. X 6= ∅. Òîãäà ∃ supX = b, −∞ < b 6 +∞. Ïîêàæåì, ÷òî
b = lim

n→∞
an. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0, è ïóñòü b′ε ∈ Uε(b), b

′
ε < b. Òîãäà

èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ x ′ε ∈ X :
b′ε < x ′ε 6 b. Ïîýòîìó ïðàâåå b′ε ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Åñëè b′′ > b, òî b′′ 6∈ X , òàê ÷òî ïðàâåå b′′ ëåæèò
íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
Uε(b) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è, â
ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, b � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.
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Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî b � íàèáîëüøèé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, òî åñòü b = lim

n→∞
an.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íûé ïðåäåë b∗ > b. Òîãäà âñÿêàÿ
îêðåñòíîñòü U(b∗) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïðè b < b′′ < b∗ ïðàâåå
b′′ íàõîäèòñÿ íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, b = lim

n→∞
an.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå òåîðåìó Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ñ ïîìîùüþ ñòÿãèâàþùåéñÿ
ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ.

Òåîðåìà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííûé â R ÷àñòè÷íûé ïðåäåë òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñõîäèòñÿ â R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ â R
ê a. Ïóñòü {ank} � ïðîèçâîëüíàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü U(a) ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ
ïî÷òè âñåõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïî÷òè âñå
ýëåìåíòû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank}. Ñëåäîâàòåëüíî, lim

n→∞
ank = a.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} èìååò åäèíñòâåííûé
÷àñòè÷íûé ïðåäåë. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç a è ïîêàæåì, ÷òî ∃ lim

n→∞
an = a.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî âíå Uε0(a) íàõîäÿòñÿ
çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñòðîèì
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank}, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ëåæàò âíå Uε0(a). Ïî
îáîáùåííîé òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank}
èìååò ÷àñòè÷íûé ïðåäåë, ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Îí íå ñîâïàäàåò ñ a, òàê êàê

∀ k ∈ N → ank 6∈ Uε0(a),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î åäèíñòâåííîñòè ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Ñëåäîâàòåëüíî, a = lim

n→∞
an.
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Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Êðèòåðèé Êîøè

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ íåå
âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè:

∀ ε > 0 → ∃ nε ∈ N : ∀ n,m > nε → |an − am| < ε.

Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè)

Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà
áûëà ôóíäàìåíòàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ è
lim

n→∞
an = a. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òîãäà

∃ nε ∈ N : ∀ n > nε → |a− an| <
ε

2
.

Åñëè òåïåðü n,m > nε, òî |an − am| 6 |an − a|+ |am − a| < ε
2 + ε

2 = ε, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîêàæåì,
÷òî îíà ñõîäèòñÿ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ε = 1. Òîãäà
èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

∃ n1 ∈ N : ∀ n > n1 → |an − an1 | < 1,

òàê ÷òî
∀ n > n1 → |an| < 1 + |an1 |.

Ñëåäîâàòåëüíî, {an} îãðàíè÷åíà.

Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà èç {an} ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank}. Ïóñòü lim

k→∞
ank = a. Ïîêàæåì, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.
Ïóñòü ε > 0. Òîãäà

∃ nε, kε ∈ N : ∀ k > kε → |an − ank | <
ε

2
.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ n > nε → |an − a| 6 ε

2
< ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→∞

an = a.
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