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Íåÿâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå îäíèì óðàâíåíèåì

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå F (x , y) = 0, ãäå F � ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ x , y .

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f : X → R, X ⊂ R, íàçûâàåòñÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëÿåìîé
óðàâíåíèåì F (x , y) = 0, åñëè

F (x , f (x)) = 0 ∀ x ∈ X .

Åñëè æå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ⊂ R2 óðàâíåíèÿ F (x , y) = 0 è y = f (x)
ýêâèâàëåíòíû, òî ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå F (x , y) = 0 ðàçðåøèìî íà E
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîãî y .
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Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ F äâóõ ïåðåìåííûõ x è y . F (x0, y0) = 0 è

1 F íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0, y0);

2 F ′y (x0, y0) 6= 0 è ñîõðàíÿåò çíàê íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0, y0).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíàÿ îêðåñòíîñòü Qδ,ε(x0, y0) = Qδ(x0)× Qε(y0)
òî÷êè (x0, y0) òàêàÿ, ÷òî íà íåé

F (x , y) = 0 ⇔ y = f (x),

ãäå ôóíêöèÿ f : Qδ(x0)→ Qε(y0) íåïðåðûâíà íà Qδ(x0), f (x0) = y0.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0), òî f

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è f ′(x0) = −F ′x(x0, y0)

F ′y (x0, y0)
.

Åñëè æå ïðè ýòîì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå F ′x , F
′
y íåïðåðûâíû íà U(x0, y0), òî

ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) = −F ′x(x , f (x))

F ′y (x , f (x))
íåïðåðûâíà íà Qδ(x0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ, ε > 0 íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî â çàìûêàíèè
ïðÿìîóãîëüíîé îêðåñòíîñòè Qσ,ε(x0, y0) ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà, à F ′y
ñîõðàíÿåò çíàê. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F ′y > 0 íà Qσ,ε(x0, y0). Ïîýòîìó F (x , y)
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ Qσ(x0) êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîãî y ñòðîãî
âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [y0 − ε, y0 + ε].

Îòñþäà ñëåäóåò (ïîñêîëüêó F (x0, y0) = 0), ÷òî

F (x0, y0 − ε) < 0, F (x0, y0 + ε) > 0.

Ôóíêöèè F (x , y0 − ε), F (x , y0 + ε) êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîãî x íåïðåðûâíû íà
Qσ(x0) (è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ çíàêà), òàê ÷òî
íàéäåòñÿ δ ∈ (0, σ] òàêîå, ÷òî

F (x , y0 − ε) < 0, F (x , y0 + ε) > 0 ∀ x ∈ Qδ(x0).
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå x∗ ∈ Qδ(x0). Ïîñêîëüêó
F (x∗, y0 − ε) < 0, F (x∗, y0 + ε) > 0, òî ïî òåîðåìå Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì
çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F (x∗, y) íàéäåòñÿ y∗ ∈ (y0 − ε, y0 + ε), ïðè
êîòîðîì F (x∗, y∗) = 0. Òàêîå çíà÷åíèå y∗ åäèíñòâåííî â ñèëó ñòðîãîé
ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè F (x∗, y). Îáîçíà÷èì y∗ = f (x∗). Òàêèì îáðàçîì,
ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ f : Qδ(x0)→ Qε(y0) òàêàÿ, ÷òî f (x0) = y0,

F (x , y) = 0 ⇔ y = f (x) íà Qδ,ε(x0, y0).

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî F (x , f (x)) = 0 ïðè x ∈ Qδ(x0).
Óñòàíîâèì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f íà Qδ(x0). Íåïðåðûâíîñòü f â òî÷êå x0
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ïðèâåäåííûõ ïîñòðîåíèÿõ ÷èñëî ε > 0 ìîæíî ñ÷èòàòü
ñêîëü óãîäíî ìàëûì, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 áûëî
óêàçàíî δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî f (Qδ(x0)) ⊂ Qε(y0) = Qε(f (x0)).
Ïóñòü òåïåðü x∗ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Qδ(x0), y∗ = f (x∗). Óñëîâèÿ
òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ ïîñëå çàìåíû â íèõ (x0, y0) íà (x∗, y∗). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî óæå äîêàçàííîìó, f íåïðåðûâíà â òî÷êå x∗.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0). Â ñèëó
äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè F

F (x0 + ∆x , y0 + ∆y)− F (x0, y0) =

= F ′x(x0, y0)∆x + F ′y (x0, y0)∆y+

+ε1(∆x ,∆y)∆x + ε2(∆x ,∆y)∆y ,

ãäå εi (∆x ,∆y)→ 0 ïðè (∆x ,∆y)→ (0, 0), i = 1, 2. Çäåñü áóäåì ñ÷èòàòü |∆x |
äîñòàòî÷íî ìàëûì, ∆y = f (x0 + ∆x)− f (x0) = ∆f (x0), òàê ÷òî
y0 + ∆y = f (x0 + ∆x).
Òîãäà ïîëó÷àåì

0 = F ′x(x0, y0)∆x + F ′y (x0, y0)∆y+

+ε1(∆x ,∆y)∆x + ε2(∆x ,∆y)∆y .
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Òàê êàê |∆x |, à çíà÷èò, è |∆y | = |∆f | äîñòàòî÷íî ìàëû, èìååì

∆y =
F ′x(x0, y0) + ε1(∆x ,∆y)

F ′y (x0, y0) + ε2(∆x ,∆y)
∆x =

F ′x(x0, y0)

F ′y (x0, y0)
∆x + o(∆x)

ïðè ∆x → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è

f ′(x0) = −F ′x(x0, y0)

F ′y (x0, y0)
= −F ′x(x0, f (x0))

F ′y (x0, f (x0))
.

Åñëè ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà íå òîëüêî â òî÷êå (x0, y0), íî è íà
îêðåñòíîñòè Qδ,ε(x0, y0), òî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà âåðíà äëÿ ëþáîãî x ∈ Qδ(x0):

f ′(x) = −F ′x(x , f (x))

F ′y (x , f (x))
∀ x ∈ Qδ(x0).

Èç ýòîé ôîðìóëû âûòåêàåò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Îáîáùèì òåîðåìó íà ñëó÷àé íåÿâíîé ôóíêöèè, çàäàííîé óðàâíåíèåì
F (x1, . . . , xn, y) = 0.
Äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè:

x = (x1, . . . , xn), x (0) = (x
(0)
1 , . . . , x (0)n ),

(x , y) = (x1, . . . , xn, y), (x (0), y0) = (x
(0)
1 , . . . , x (0)n , y0),

F (x , y) = F (x1, . . . , xn, y).
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Òåîðåìà

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ F (x , y) = F (x1, . . . , xn, y). F (x (0), y0) = 0 è

1 F íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x (0), y0) òî÷êè (x (0), y0);

2 F ′y (x (0), y0) 6= 0, F ′y íåïðåðûâíà â òî÷êå (x (0), y0).

Òîãäà ñóùåñòâóåò êóáè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü Qδ(x (0), y0) òî÷êè (x (0), y0) òàêàÿ,
÷òî íà íåé

F (x , y) = 0 ⇔ y = f (x),

ãäå ôóíêöèÿ f : Qδ(x (0))→ R íåïðåðûâíà íà Qδ(x (0)), f (x (0)) = y0,
F (x , f (x)) = 0 ïðè x ∈ Qδ(x (0)).

Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x (0), y0), òî

f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x (0) è ïðè i = 1, . . . , n:
∂f

∂xi
(x (0)) = −

F ′xi (x
(0), y0)

F ′y (x (0), y0)
.

Åñëè æå ïðè ýòîì âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè F
íåïðåðûâíû íà U(x (0), y0), òî ïðè i = 1, . . . , n ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xi
(x) = −

F ′xi (x , f (x))

F ′y (x , f (x))
íåïðåðûâíû íà Qδ(x (0)).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
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Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ F (x , y) = F (x1, . . . , xn, y). F (x (0), y0) = 0 è

1 F íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x (0), y0) òî÷êè (x (0), y0);

2 F ′y (x (0), y0) 6= 0, F ′y íåïðåðûâíà â òî÷êå (x (0), y0).

Òîãäà ñóùåñòâóåò êóáè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü Qδ(x (0), y0) òî÷êè (x (0), y0) òàêàÿ,
÷òî íà íåé

F (x , y) = 0 ⇔ y = f (x),

ãäå ôóíêöèÿ f : Qδ(x (0))→ R íåïðåðûâíà íà Qδ(x (0)), f (x (0)) = y0,
F (x , f (x)) = 0 ïðè x ∈ Qδ(x (0)).
Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x (0), y0), òî

f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x (0) è ïðè i = 1, . . . , n:
∂f

∂xi
(x (0)) = −

F ′xi (x
(0), y0)

F ′y (x (0), y0)
.

Åñëè æå ïðè ýòîì âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè F
íåïðåðûâíû íà U(x (0), y0), òî ïðè i = 1, . . . , n ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xi
(x) = −

F ′xi (x , f (x))

F ′y (x , f (x))
íåïðåðûâíû íà Qδ(x (0)).
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