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Ïðèçíàêè Ä'Àëàìáåðà è Êîøè

Òåîðåìà (ïðèçíàê Ä'Àëàìáåðà)

Ïóñòü ak > 0 ∀ k ∈ N. Òîãäà
1 åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî q < 1 òàêîå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì k0

∀ k > k0 →
ak+1

ak
6 q < 1,

òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ;

2 åñëè ïðè íåêîòîðîì k0

ak+1

ak
> 1 ∀ k > k0,

òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦. Ïðè k > k0 èç ak+1 6 qak ñëåäóåò, ÷òî

ak 6 qk−k0ak0 = c0q
k .

Òîãäà ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=1

ak ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
k=1

qk â ñèëó

ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ.

2◦. Èç ak+1 > ak > 0 ñëåäóåò, ÷òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà

∞∑
k=1

ak íå ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.
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Òåîðåìà (ïðåäåëüíûé ïðèçíàê Ä'Àëàìáåðà)

Ïóñòü ak > 0 ∀ k ∈ N, è ïóñòü

∃ lim
k→∞

ak+1

ak
= q.

Òîãäà

1 åñëè q < 1, òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ;

2 åñëè q > 1, òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ;

3 åñëè q = 1, òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ìîæåò áûòü êàê ñõîäÿùèìñÿ, òàê è

ðàñõîäÿùèìñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦. Ïóñòü ε > 0, q′ = q + ε < 1.

Òîãäà ∃ k0 ∈ N: ak+1 6 q′ak ∀ k > k0. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ðÿä

∞∑
k=1

ak

ñõîäèòñÿ.

2◦. Ïóñòü q > 1. Òîãäà ∃ k0 ∈ N: ak > 1 ∀ k > k0. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ðÿä
∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

3◦. Ðÿä
∞∑
k=1

1

k2
ñõîäèòñÿ, ðÿä

∞∑
k=1

1 ðàñõîäèòñÿ, õîòÿ äëÿ êàæäîãî èç íèõ

lim
k→∞

ak+1

ak
= 1.
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Òåîðåìà (ïðèçíàê Êîøè)

Ïóñòü ak > 0 ∀ k ∈ N. Òîãäà
1 åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî q < 1 òàêîå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì k0 ∈ N

k
√
ak 6 q < 1 ∀ k > k0,

òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ;

2 åñëè
∀ k0 ∈ N ∃ k > k0 : k

√
ak > 1,

òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦. Â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
k=1

qk è îöåíêè ak 6 qk (äëÿ

âñåõ k > k0) ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ.

2◦. Ðÿä
∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî îáùèé ÷ëåí íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
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Òåîðåìà (ïðåäåëüíûé ïðèçíàê Êîøè)

Ïóñòü ak > 0 ∀ k ∈ N è
lim

k→∞
k
√
ak = q.

Òîãäà

1 åñëè q < 1, òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ;

2 åñëè q > 1, òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ;

3 åñëè q = 1, òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ìîæåò áûòü êàê ñõîäÿùèìñÿ, òàê è

ðàñõîäÿùèìñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦. Ïóñòü q < q0 < 1. Òîãäà ∃ k0 ∈ N: k
√
ak 6 q0 < 1 ∀ k > k0.

Ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå.

2◦. ∀ k0 ∈ N → ∃ k > k0: k
√
ak > 1. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ðÿä

∞∑
k=1

ak

ðàñõîäèòñÿ.

3◦. Ðÿä
∞∑
k=1

1

k2
ñõîäèòñÿ, ðÿä

∞∑
k=1

1 ðàñõîäèòñÿ, õîòÿ äëÿ êàæäîãî èç íèõ

lim
n→∞

k
√
ak = 1.
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Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû

Îïðåäåëåíèå

Ðÿä

∞∑
k=1

ak íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

|ak |.

Òåîðåìà

Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

k=1 |ak | äëÿ íåãî âûïîëíåíî
óñëîâèå Êîøè. Ïîñêîëüêó∣∣∣∣∣

n∑
k=m

ak

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=m

|ak | ïðè m 6 n,

òî óñëîâèå Êîøè âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ðÿäà

∞∑
k=1

ak . Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü çàäàíû ðÿä

∞∑
k=1

ak è îòîáðàæåíèå k → nk , ÿâëÿþùååñÿ âçàèìíî

îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì N↔ N. Òîãäà ðÿä

∞∑
k=1

ank íàçûâàþò ðÿäîì ñ

ïåðåñòàâëåííûìè ÷ëåíàìè ïî îòíîøåíèþ ê ðÿäó

∞∑
k=1

ak .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

k=1 |ak | äëÿ íåãî âûïîëíåíî
óñëîâèå Êîøè. Ïîñêîëüêó∣∣∣∣∣

n∑
k=m

ak

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=m

|ak | ïðè m 6 n,

òî óñëîâèå Êîøè âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ðÿäà

∞∑
k=1

ak . Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü çàäàíû ðÿä

∞∑
k=1

ak è îòîáðàæåíèå k → nk , ÿâëÿþùååñÿ âçàèìíî

îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì N↔ N. Òîãäà ðÿä

∞∑
k=1

ank íàçûâàþò ðÿäîì ñ

ïåðåñòàâëåííûìè ÷ëåíàìè ïî îòíîøåíèþ ê ðÿäó

∞∑
k=1

ak .
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Òåîðåìà

Åñëè ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî è ðÿä

∞∑
k=1

a∗k , ïîëó÷åííûé

ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ ðÿäà

∞∑
k=1

ak , ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ïðè ýòîì èõ ñóììû

ðàâíû:
∞∑
k=1

a∗k =
∞∑
k=1

ak .

Äîêàçàòåëüñòâî. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=1

a∗k , òî åñòü ñõîäèìîñòü

ðÿäà

∞∑
k=1

|a∗k |, ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ

ñóìì ïîñëåäíåãî:
n∑

k=1

|a∗k | 6
∞∑
k=1

|ak | ∀ n ∈ N.
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Ïóñòü S =
∞∑
k=1

ak , Sn =
n∑

k=1

ak , S
∗
n =

n∑
k=1

a∗k .

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ, òàêîå N = N(n) > n, ÷òî âñå ñëàãàåìûå ñóììû
S∗n ñîäåðæàòñÿ â ñóììå SN . Òîãäà ïðè m > N

|Sm − S∗n | 6 |a∗n+1|+ |a∗n+2|+ . . . = ρ∗n,

ãäå ρ∗n � îñòàòîê ïîñëå n-ãî ÷ëåíà ðÿäà

∞∑
k=1

|a∗k |.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè m→∞, ïîëó÷àåì

|S − S∗n | 6 ρ∗n ∀ n ∈ N.

Íî ρ∗n → 0 ïðè n→ 0 êàê îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.Ñëåäîâàòåëüíî, S∗n → S
ïðè n→∞, ÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

∞∑
k=1

a∗k =
∞∑
k=1

ak .
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Òåîðåìà

Ïóñòü ðÿäû

∞∑
k=1

ak ,
∞∑
k=1

bk ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî.

Òîãäà ðÿä
∞∑
j=1

akjbmj ,

ñîñòàâëåííûé èç âñåâîçìîæíûõ (áåç ïîâòîðåíèé) ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé
÷ëåíîâ èñõîäíûõ ðÿäîâ, ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è åãî ñóììà

∞∑
j=1

akjbmj =

( ∞∑
k=1

ak

)
·

( ∞∑
k=1

bk

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðÿä

∞∑
j=1

akjbmj ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî
÷ëåíîâ:

n∑
j=1

|akj ||bmj | 6

( ∞∑
k=1

|ak |

)
·

( ∞∑
k=1

|bk |

)
.
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Ïîñêîëüêó ñóììà ðÿäà

∞∑
j=1

akjbmj íå çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè åãî ÷ëåíîâ,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷ëåíû ðÿäà

∞∑
j=1

akjbmj ðàñïîëîæåíû â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî

Sn2 =
n2∑
j=1

akjbmj =

(
n∑

k=1

ak

)(
n∑

k=1

bk

)
∀ n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì, ÷òî

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn2}∞n=1 ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

∞∑
j=1

akjbmj ñõîäèòñÿ ê

÷èñëó

( ∞∑
k=1

ak

)
·

( ∞∑
k=1

bk

)
. Òàê êàê ðÿä

∞∑
j=1

akjbmj ñõîäÿùèéñÿ, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñõîäèòñÿ ê ýòîìó æå ÷èñëó.
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