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Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Îïðåäåëåíèå

Ðàçáèåíèåì τ îòðåçêà [a; b] íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà åãî
òî÷åê τ = {xi}iτi=0 òàêàÿ, ÷òî a = x0 < x1 < . . . < xiτ−1 < xiτ = b.
Êàæäûé èç îòðåçêîâ [xi−1; xi ] íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì ðàçáèåíèÿ τ ,
∆xi = xi − xi−1. Âåëè÷èíà |τ | = max

16i6iτ
∆xi íàçûâàåòñÿ ìåëêîñòüþ ðàçáèåíèÿ

τ .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçáèåíèå τ ′ ñëåäóåò çà ðàçáèåíèåì τ , èëè ÿâëÿåòñÿ

èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ τ , è ïèñàòü τ ′ � τ , åñëè êàæäàÿ òî÷êà ðàçáèåíèÿ τ
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçáèåíèÿ τ ′.
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Ðàçáèåíèÿ äàííîãî îòðåçêà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 åñëè τ1 � τ2, τ2 � τ3, òî τ1 � τ3;
2 äëÿ ëþáûõ τ1, τ2 ñóùåñòâóåò τ : τ � τ1, τ � τ2.

Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî äîñòàòî÷íî â
êà÷åñòâå τ âçÿòü ðàçáèåíèå, ñîäåðæàùåå âñå òî÷êè ðàçáèåíèÿ τ1 è âñå òî÷êè
ðàçáèåíèÿ τ2.
Ïóñòü íà îòðåçêå [a; b] îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f è τ = {xi}iτ0 � ðàçáèåíèå ýòîãî
îòðåçêà. Îòìåòèì â êàæäîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ [xi−1, xi ] êàêóþ-íèáóäü òî÷êó
ξi è ñîñòàâèì ñóììó

Sτ (f ; ξ1, . . . , ξiτ ) =
iτ∑
i=1

f (ξi )∆xi ,

íàçûâàåìóþ èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà ôóíêöèè f .
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Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì Ðèìàíà ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a; b] íàçûâàåòñÿ
÷èñëî I , îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0
òàêîå, ÷òî ∣∣∣∣∣

iτ∑
i=1

f (ξi )∆xi − I

∣∣∣∣∣ < ε

äëÿ ëþáûõ τ ñ ìåëêîñòüþ |τ | < δ è äëÿ ëþáîãî íàáîðà îòìå÷åííûõ òî÷åê ξ1,
. . . , ξiτ . ×èñëî I îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì∫ b

a

f (x) dx .

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèþ f íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b], åñëè

ñóùåñòâóåò

∫ b

a

f (x) dx .

TrushinBV.ru Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë 21 ìàðòà 2014 ã. 4 / 17



Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì Ðèìàíà ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a; b] íàçûâàåòñÿ
÷èñëî I , îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0
òàêîå, ÷òî ∣∣∣∣∣

iτ∑
i=1

f (ξi )∆xi − I

∣∣∣∣∣ < ε

äëÿ ëþáûõ τ ñ ìåëêîñòüþ |τ | < δ è äëÿ ëþáîãî íàáîðà îòìå÷åííûõ òî÷åê ξ1,
. . . , ξiτ . ×èñëî I îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì∫ b

a

f (x) dx .

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèþ f íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b], åñëè

ñóùåñòâóåò

∫ b

a

f (x) dx .

TrushinBV.ru Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë 21 ìàðòà 2014 ã. 4 / 17



Òåîðåìà

Åñëè ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå, òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b]. Ïîêàæåì,
÷òî îíà íå èíòåãðèðóåìà íà [a; b]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ τ îòðåçêà
ïðåäñòàâèì ñóììó Ðèìàíà ôóíêöèè f â âèäå

Sτ (f ) = Sτ (f ; ξ1, . . . , ξiτ ) = f (ξk)∆xk +
∑

16i6iτ
i 6=k

f (ξi )∆xi ,

ãäå [xk−1; xk ] � òàêîé îòðåçîê ðàçáèåíèÿ τ , íà êîòîðîì f íåîãðàíè÷åíà.
Ñíà÷àëà êàêèì-ëèáî îáðàçîì âûáåðåì âñå îòìå÷åííûå òî÷êè ξi , êðîìå ξk .
Òîãäà ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïî ìîäóëþ çà ñ÷åò
âûáîðà ξk . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè τ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà
Ðèìàíà Sτ (f ) ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïî ìîäóëþ (íàïðèìåð,

|Sτ (f )| > 1

|τ |
) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå îòìå÷åííûõ òî÷åê. Çíà÷èò,

ôóíêöèÿ f íå èíòåãðèðóåìà íà [a; b].

TrushinBV.ru Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë 21 ìàðòà 2014 ã. 5 / 17



Òåîðåìà

Åñëè ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå, òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b]. Ïîêàæåì,
÷òî îíà íå èíòåãðèðóåìà íà [a; b]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ τ îòðåçêà
ïðåäñòàâèì ñóììó Ðèìàíà ôóíêöèè f â âèäå

Sτ (f ) = Sτ (f ; ξ1, . . . , ξiτ ) = f (ξk)∆xk +
∑

16i6iτ
i 6=k

f (ξi )∆xi ,

ãäå [xk−1; xk ] � òàêîé îòðåçîê ðàçáèåíèÿ τ , íà êîòîðîì f íåîãðàíè÷åíà.

Ñíà÷àëà êàêèì-ëèáî îáðàçîì âûáåðåì âñå îòìå÷åííûå òî÷êè ξi , êðîìå ξk .
Òîãäà ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïî ìîäóëþ çà ñ÷åò
âûáîðà ξk . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè τ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà
Ðèìàíà Sτ (f ) ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïî ìîäóëþ (íàïðèìåð,

|Sτ (f )| > 1

|τ |
) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå îòìå÷åííûõ òî÷åê. Çíà÷èò,

ôóíêöèÿ f íå èíòåãðèðóåìà íà [a; b].

TrushinBV.ru Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë 21 ìàðòà 2014 ã. 5 / 17



Òåîðåìà

Åñëè ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå, òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b]. Ïîêàæåì,
÷òî îíà íå èíòåãðèðóåìà íà [a; b]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ τ îòðåçêà
ïðåäñòàâèì ñóììó Ðèìàíà ôóíêöèè f â âèäå

Sτ (f ) = Sτ (f ; ξ1, . . . , ξiτ ) = f (ξk)∆xk +
∑

16i6iτ
i 6=k

f (ξi )∆xi ,

ãäå [xk−1; xk ] � òàêîé îòðåçîê ðàçáèåíèÿ τ , íà êîòîðîì f íåîãðàíè÷åíà.
Ñíà÷àëà êàêèì-ëèáî îáðàçîì âûáåðåì âñå îòìå÷åííûå òî÷êè ξi , êðîìå ξk .
Òîãäà ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïî ìîäóëþ çà ñ÷åò
âûáîðà ξk . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè τ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà
Ðèìàíà Sτ (f ) ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïî ìîäóëþ (íàïðèìåð,

|Sτ (f )| > 1

|τ |
) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå îòìå÷åííûõ òî÷åê. Çíà÷èò,

ôóíêöèÿ f íå èíòåãðèðóåìà íà [a; b].

TrushinBV.ru Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë 21 ìàðòà 2014 ã. 5 / 17



Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè, ÿâëÿÿñü íåîáõîäèìûì, íå ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ íà
ïðèìåðå ôóíêöèè Äèðèõëå:

f : [0, 1]→ R, f (x) =

{
1, åñëè x ðàöèîíàëüíî,

0, åñëè x èððàöèîíàëüíî.

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàçáèåíèè τ Sτ (f ) = 1, åñëè âñå
îòìå÷åííûå òî÷êè ðàöèîíàëüíû, è Sτ (f ) = 0, åñëè âñå îòìå÷åííûå òî÷êè
èððàöèîíàëüíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà [0; 1].
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Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a; b]. Åå êîëåáàíèåì íà ýòîì îòðåçêå
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ω(f ; [a; b]) = sup
x′,x′′∈[a;b]

|f (x ′)− f (x ′′)| = sup
[a;b]

f − inf
[a;b]

f .

Äëÿ f , îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [a; b], è äëÿ ðàçáèåíèÿ τ = {xi}iτ0 ýòîãî
îòðåçêà ïîëîæèì ωi (f ) = ω(f ; [xi−1, xi ]).

Òåîðåìà (êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè)

Äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f íà [a; b] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ τ = {xi}iτ1 : |τ | < δ →
iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi < ε.
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iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi < ε.
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Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a; b]. Åå êîëåáàíèåì íà ýòîì îòðåçêå
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ω(f ; [a; b]) = sup
x′,x′′∈[a;b]

|f (x ′)− f (x ′′)| = sup
[a;b]

f − inf
[a;b]

f .

Äëÿ f , îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [a; b], è äëÿ ðàçáèåíèÿ τ = {xi}iτ0 ýòîãî
îòðåçêà ïîëîæèì ωi (f ) = ω(f ; [xi−1, xi ]).

Òåîðåìà (êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè)

Äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f íà [a; b] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ τ = {xi}iτ1 : |τ | < δ →
iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi < ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a; b], è

ïóñòü

∫ b

a

f (x) dx = I . Òîãäà

∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ τ : |τ | < δ, ∀ ξ1, . . . , ξiτ → |Sτ (f )− I | < ε.

Çàôèêñèðóåì ε, δ è τ . Ïóñòü ξ′i , ξ
′′
i � äâå òàêèå òî÷êè èíòåðâàëà [xi−1, xi ], ÷òî

ωi (f ) 6 2(f (ξ′i )− f (ξ′′i )). Òîãäà

iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi 6 2
iτ∑
i=1

(f (ξ′i )− f (ξ′′i ))∆xi 6

6 2|I − Sτ (f ; ξ′1, . . . , ξ
′
iτ )|+ 2|I − Sτ (f ; ξ′′1 , . . . , ξ

′′
iτ )| < 4ε.

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè τ = {xi}ki=0, τ
∗ = {x∗j }k

∗

j=0 � τ

|Sτ (f ; ξ1, . . . , ξk)− Sτ∗(f ; ξ∗1 , . . . , ξ
∗
k∗)| 6

6
k∑

i=1

ω(f ; [xi−1, xi ])∆xi .

Ïóñòü xi = x∗ji ∀ i = 0, . . . , iτ , òî åñòü

xi−1 = x∗ji−1
< . . . < x∗ji = xi .

Òîãäà ∣∣∣∣∣∣f (ξi )∆xi −
ji∑

j=ji−1+1

f (ξ∗j )∆x∗j

∣∣∣∣∣∣ 6
ji∑

j=ji−1+1

ωi (f )∆x∗j = ωi (f )∆xi .

Ïóñòü òåïåðü ðàçáèåíèÿ τ ′, τ ′′ îòðåçêà [a; b] ïðîèçâîëüíû. Âîçüìåì
ðàçáèåíèå τ∗: τ∗ � τ ′, τ∗ � τ ′′. Òîãäà ïîëó÷àåì

|Sτ ′(f )− Sτ ′′(f )| 6 |Sτ ′(f )− Sτ∗(f )|+ |Sτ ′′(f )− Sτ∗(f )| 6

6
k′∑
i=1

ω(f ; [x ′i−1, x
′
i ])∆x ′i +

k′′∑
i=1

ω(f ; [x ′′i−1, x
′′
i ])∆x ′′i .
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∗
k∗)| 6

6
k∑

i=1

ω(f ; [xi−1, xi ])∆xi .

Ïóñòü xi = x∗ji ∀ i = 0, . . . , iτ , òî åñòü
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ðàçáèåíèå τ∗: τ∗ � τ ′, τ∗ � τ ′′. Òîãäà ïîëó÷àåì
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Òàêèì îáðàçîì

∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : |Sτ ′(f )− Sτ ′′(f )| < ε, åñëè |τ ′|, |τ ′′| < δ.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé {τn}∞n=1, äëÿ êîòîðîé

|τn| → 0 ïðè n→∞. Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ τn = {x (n)i }
kn
i=0, îòìåòèâ

ïðîèçâîëüíî òî÷êè ξ
(n)
1 , . . . , ξ

(n)
kn
, ñîñòàâèì ñóììó Ðèìàíà Sτn(f ). Ðàññìîòðèì

÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sτn(f )}∞n=1. Îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ Êîøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sτn(f )}∞n=1 ñõîäèòñÿ.
Ïóñòü

I = lim
n→∞

Sτn(f ; ξ
(n)
1 , . . . , ξ

(n)
kn

).
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Òàêèì îáðàçîì
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|τn| → 0 ïðè n→∞. Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ τn = {x (n)i }
kn
i=0, îòìåòèâ

ïðîèçâîëüíî òî÷êè ξ
(n)
1 , . . . , ξ

(n)
kn
, ñîñòàâèì ñóììó Ðèìàíà Sτn(f ). Ðàññìîòðèì

÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sτn(f )}∞n=1. Îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ Êîøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sτn(f )}∞n=1 ñõîäèòñÿ.
Ïóñòü

I = lim
n→∞

Sτn(f ; ξ
(n)
1 , . . . , ξ

(n)
kn

).
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Äàëåå,

|Sτn(f )− Sτ (f )| 6
kn∑
i=1

ω(f ; [x
(n)
i−1, x

(n)
i ])∆x

(n)
i +

iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi .

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

|I − Sτ (f )| 6
iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi .

Îòêóäà ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè f íà [a; b].

Çàìå÷àíèå
Îöåíêà

|I − Sτ (f )| 6
iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi .

ïîêàçûâàåò, ñ êàêîé òî÷íîñòüþ èíòåãðàë ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí
èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà. Ýòà îöåíêà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè
ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà.
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Äàëåå,
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b], è ïóñòü τ = {xi}iτ0 � ðàçáèåíèå
[a; b]. Ïóñòü

mi = inf
xi−16x6xi

f (x), Mi = sup
xi−16x6xi

f (x).

Òîãäà ñóììû

Sτ (f ) =
iτ∑
i=1

mi∆xi , Sτ (f ) =
iτ∑
i=1

Mi∆xi

íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé èíòåãðàëüíûìè ñóììàìè Äàðáó

ôóíêöèè f , îòâå÷àþùèìè ðàçáèåíèþ τ .

ßñíî, ÷òî
Sτ (f ) 6 Sτ (f ) 6 Sτ (f )

äëÿ ëþáîé èíòåãðàëüíîé ñóììû Ðèìàíà Sτ (f ).
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Îïðåäåëåíèå
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iτ∑
i=1

mi∆xi , Sτ (f ) =
iτ∑
i=1

Mi∆xi
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Î÷åâèäíî, ÷òî

Sτ (f )− Sτ (f ) =
iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi .

C ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåôðàçèðîâàòü êðèòåðèé
èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè â òåðìèíàõ ñóìì Äàðáó:
äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè íà îòðåçêå [a; b] îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ τ : |τ | < δ → Sτ (f )− Sτ (f ) < ε.
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Òåîðåìà

Ôóíêöèÿ, ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå, èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f
âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [a; b]. Òîãäà ïðè |τ | < δ

iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi =
iτ∑
i=1

(f (xi )− f (xi−1))∆xi 6

6 |τ |
iτ∑
i=1

(f (xi )− f (xi−1)) < δ(f (b)− f (a)).

Ñëåäîâàòåëüíî, f èíòåãðèðóåìà â ñèëó êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè.
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Òåîðåìà
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Òåîðåìà
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Òåîðåìà

Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, èíòåãðèðóåìà íà íåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b]. Òîãäà ïî
òåîðåìå Êàíòîðà îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà íåì, òàê ÷òî

∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : ω(f ; [c ; d ]) 6 ε, åñëè [c ; d ] ⊂ [a; b], d − c < δ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîèçâîëüíîì ε > 0 äëÿ ðàçáèåíèÿ τ îòðåçêà [a; b] ñ
ìåëêîñòüþ |τ | < δ

iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi 6 ε

iτ∑
i=1

∆xi = ε(b − a).

Â ñèëó êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a; b].

TrushinBV.ru Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë 21 ìàðòà 2014 ã. 15 / 17



Òåîðåìà

Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, èíòåãðèðóåìà íà íåì.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîèçâîëüíîì ε > 0 äëÿ ðàçáèåíèÿ τ îòðåçêà [a; b] ñ
ìåëêîñòüþ |τ | < δ

iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi 6 ε

iτ∑
i=1

∆xi = ε(b − a).

Â ñèëó êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a; b].
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Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b] è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå
(a; b).
Òîãäà îíà èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a; b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |f (x)| 6 M ïðè x ∈ [a; b]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå
ε ∈

(
0, b−a2

)
. Òîãäà ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè τ îòðåçêà [a; b]

iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi =
∑

[xi−1,xi ]6⊂[a+ε,b−ε]

ωi (f )∆xi+

+
∑

[xi−1,xi ]⊂[a+ε,b−ε]

ωi (f )∆xi = Σ1 + Σ2.
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Òåîðåìà
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Î÷åâèäíî, ÷òî
Σ1 6 2 · 2M(ε+ |τ |).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà íà
[a + ε, b − ε], òî â ñèëó êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0
òàêîå, ÷òî

Σ2 < ε ïðè |τ | < δ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ 6 ε. Òîãäà ïðè |τ | < δ 6 ε

iτ∑
i=1

ωi (f )∆xi = Σ1 + Σ2 < 8Mε+ ε = (8M + 1)ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a; b].
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