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Ôîðìóëà Òåéëîðà

Ïóñòü x (0) ∈ Rn, è ïóñòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m ôóíêöèè f
íåïðåðûâíû íà Uδ(x (0)).
Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè âñå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà m
âêëþ÷èòåëüíî íåïðåðûâíû íà Uδ(x (0)).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ: [0, 1]→ R,

ϕ(t) = f (x (0) + t∆x), ãäå ∆x = x − x (0).

Ôóíêöèÿ ϕ èìååò íà îòðåçêå [0, 1] íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m, ÷òî
âûòåêàåò èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó äëÿ
ϕ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà:

ϕ(1) =
m−1∑
k=0

1

k!
ϕ(k)(0) +

1

m!
ϕ(m)(θ), 0 < θ < 1.
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Âûðàæàÿ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ϕ ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f ,
ïîëó÷àåì, ÷òî

f (x) =
m−1∑
k=0

1

k!

n∑
i1,...,ik=1

∂k f (x (0))

∂xi1 . . . ∂xik
∆xi1 . . .∆xik +

+rm(∆x),

rm(∆x) =
1

m!

n∑
i1,...,im=1

∂mf (x (0) + θ∆x)

∂xi1 . . . ∂xim
∆xi1 . . .∆xim .

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â

ôîðìå Ëàãðàíæà.
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Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ôóíêöèè f ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,
îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó
ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà ìîæíî
ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

f (x (0) + ∆x) =
∑

|α|6m−1

1

α!
Dαf (x (0))(∆x)α+

+
∑
|α|=m

1

α!
Dαf (x (0) + θ∆x)(∆x)α,

ãäå Dαf =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
f .
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Èç ýòîé ôîðìóëû ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî ôóíêöèÿ f m ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà íà Uδ(x (0)) è ÷òî |∆x | < δ, ñëåäóåò ôîðìóëà Òåéëîðà ñ
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî:

f (x (0) + ∆x) =
∑
|α|6m

1

α!
Dαf (x (0))(∆x)α + rm(∆x),

ãäå

rm(∆x) =
∑
|α|=m

1

α!

(
Dαf (x (0) + θ∆x)− Dαf (x (0))

)
(∆x)α =

= ε(∆x)|∆x |m, ε(∆x)→ 0 ïðè ∆x → 0.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà áåç
âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôîðìóëû ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

Ïóñòü m ∈ N0,

f (x) =
∑
|α|6m

aα(∆x)α + o(|∆x |m) ïðè ∆x → ~0,

f (x) =
∑
|α|6m

bα(∆x)α + o(|∆x |m) ïðè ∆x → ~0.

Òîãäà aα = bα ∀α: |α| 6 m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå ïî÷ëåííîãî âû÷èòàíèÿ ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî
äîñòàî÷íî äîêàçàòü, ÷òî èç ðàâåíñòâà

0 =
∑
|α|6m

cα(∆x)α + o(|∆x |m) ïðè ∆x → ~0

ñëåäóåò, ÷òî cα = 0 ∀α: |α| 6 m.
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Ïîêàæåì ýòî. Çàôèêñèðóåì y = (y1, . . . , yn) 6= 0 è ïðè ∆x = ty ïîëó÷àåì

0 =
m∑

k=0

∑
|α|=k

cαy
α

 tk + o(|t|m) ïðè t → 0.

Â ñèëó ðàíåå óñòàíîâëåííîé òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñëó÷àÿ n = 1
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∑

|α|=k

cαy
α = 0 ∀ k = 0, . . . ,m, ∀ y 6= ~0.

Íî òîãäà, îáîçíà÷èâ ÷åðåç β = (β1, . . . , βn) ïðîèçâîëüíûé ìóëüòèèíäåêñ
äëèíû |β| = k, èìååì

0 =
∂|β|

∂yβ1

1 . . . ∂yβn
n

∑
|α|=k

cαy
α = β!cβ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

cβ = 0 ∀β = |β| = k, ∀ k = 0, . . . ,m,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f m ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x (0) è

f (x (0) + ∆x) =
∑
|α|6m

aα(∆x)α + o(|∆x |m) ïðè ∆x → ~0.

Òîãäà ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ôóíêöèè f ñ îñòàòî÷íûì
÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåé òåîðåìû è ôîðìóëû Òåéëîðà ñ îñòàòî÷ûì ÷ëåíîì â
ôîðìå Ïåàíî.
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Ïðèìåð

Ðàçëîæèòå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ôóíêöèþ ex
2+y2

äâóõ ïåðåìåííûõ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ñ òî÷íîñòüþ äî o((x2 + y2)2) ïðè (x , y)→ (0, 0).

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðàçëîæåíèåì

et = 1 + t +
t2

2
+ o(|t|2) ïðè u → 0.

Ïîäñòàâèâ â íåãî u = x2 + y2, ïîëó÷àåì, ÷òî

ex
2+y2

= 1 + x2 + y2 +
1

2
x4 + x2y2 +

1

2
y4 + o((x2 + y2)2). Â ñèëó ïðåäûäóùåé

òåîðåìû ýòî ðàçëîæåíèå è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà.
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Îïðåäåëåíèå ìåðû ïî Æîðäàíó

Èçëîæèì òåîðèþ ìåðû ìíîæåñòâ, ïðåäëîæåííóþ Æîðäàíîì.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî P, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

n∏
i=1

(ai , bi ) ⊂ P ⊂
n∏

i=1

[ai , bi ] ⊂ Rn,

ãäå ai , bi ∈ R, ai 6 bi (i = 1, . . . , n), áóäåì íàçûâàòü áëîêîì.

Â ñëó÷àå n = 1 áëîê P ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðâàë, ïîëóèíòåðâàë, îòðåçîê,
òî÷êó èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî. Â ñëó÷àå n = 2, ai < bi (i = 1, 2) áëîê P �
ïðÿìîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñâîèõ ãðàíè÷íûõ
òî÷åê.
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Ìåðó ïóñòîãî ìíîæåñòâà ïîëîæèì ðàâíîé íóëþ.
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ìåðà µP. Ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1 (íåîòðèöàòåëüíîñòü ìåðû) µP > 0;

2 (àääèòèâíîñòü ìåðû) åñëè P =
m⋃

k=1

Pk (P,Pk � áëîêè) è Pi ∩ Pk = ∅ ïðè

i 6= k, òî

µP =
m∑

k=1

µPk .
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Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçîâåì áëî÷íûì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå
îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ áëîêîâ.

Ëåììà

Ñîâîêóïíîñòü áëî÷íûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè, òî åñòü îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è
ðàçíîñòü äâóõ áëî÷íûõ ìíîæåñòâ òàêæå ÿâëÿþòñÿ áëî÷íûìè ìíîæåñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ áëîêîâ ÿâëÿåòñÿ áëîêîì.
Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå äâóõ áëî÷íûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ áëî÷íûì ìíîæåñòâîì.
Ðàçíîñòü äâóõ áëîêîâ ÿâëÿåòñÿ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, áëî÷íûì ìíîæåñòâîì.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü äâóõ áëî÷íûõ ìíîæåñòâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
áëî÷íûì ìíîæåñòâîì.
Åñëè A, B � áëî÷íûå ìíîæåñòâà, òî èõ îáúåäèíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

A ∪ B = (A \ B) ∪ B,

òî åñòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ áëî÷íûõ ìíîæåñòâ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A ∪ B � áëî÷íîå ìíîæåñòâî.
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Îïðåäåëèì òåïåðü ìåðó µA áëî÷íîãî ìíîæåñòâà

A =
m⋃

k=1

Pk , Pi ∩ Pk = ∅ ïðè i 6= k,

(ãäå Pk � áëîêè) ðàâåíñòâîì

µA =
m∑

k=1

µPk .

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òî åñòü ÷òî ìåðà µA íå çàâèñèò îò
ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ A â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ áëîêîâ.
Ïóñòü A =

⋃
k Pk =

⋃
j Qj ,

Pi ∩ Pk = ∅ ïðè i 6= k, Qj ∩ Q` = ∅ ïðè j 6= `,

ãäå Pk è Qj � áëîêè. Òàê êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ áëîêîâ ÿâëÿåòñÿ áëîêîì, òî â
ñèëó àääèòèâíîñòè ìåðû äëÿ áëîêîâ∑

k

µPk =
∑
k,j

µ(Pk ∩ Qj) =
∑
j

µQj .
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Ïðèìåð

Ïóñòü A � áëî÷íîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà A è A ÿâëÿþòñÿ
áëî÷íûìè ìíîæåñòâàìè è ÷òî

µ(Int A) = µA = µA.

Ëåììà

Ïóñòü A, B � áëî÷íûå ìíîæåñòâà. Òîãäà

1 (íåîòðèöàòåëüíîñòü è ìîíîòîííîñòü ìåðû)

0 6 µA 6 µB, åñëè A ⊂ B;

2 (ïîëóàääèòèâíîñòü ìåðû)

µ(A ∪ B) 6 µA + µB;

3 (àääèòèâíîñòü ìåðû)

µ(A ∪ B) = µA + µB, åñëè A ∩ B = ∅.

µ(A \ B) = µA− µB, åñëè B ⊂ A.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
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3 (àääèòèâíîñòü ìåðû)

µ(A ∪ B) = µA + µB, åñëè A ∩ B = ∅.

µ(A \ B) = µA− µB, åñëè B ⊂ A.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
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Ïðèìåð

Ïóñòü A � áëî÷íîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà A è A ÿâëÿþòñÿ
áëî÷íûìè ìíîæåñòâàìè è ÷òî

µ(Int A) = µA = µA.

Ëåììà
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ìíîæåñòâî E ⊂ Rn îãðàíè÷åíî. ×èñëà

µ∗E = sup
A⊂E

µA, µ∗E = inf
B⊃E

µB,

ãäå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè áåðóòñÿ ïî âñåì áëî÷íûì ìíîæåñòâàì A, B,
íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âíóòðåííåé è âíåøíåé ìåðîé Æîðäàíà

ìíîæåñòâà E .

Îïðåäåëåíèå

Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Æîðäàíó, åñëè
µ∗E = µ∗E , òî åñòü åñëè åãî âíóòðåíÿÿ è âíåøíÿÿ ìåðû ñîâïàäàþò. Îáùåå
çíà÷åíèå ýòèõ ìåð íàçûâàåòñÿ ìåðîé Æîðäàíà ìíîæåñòâà E è îáîçíà÷àåòñÿ
µE .
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Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå áëî÷íîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî ïî Æîðäàíó è åãî ìåðà
Æîðäàíà ñîâïàäàåò ñ ìåðîé ýòîãî ìíîæåñòâà êàê áëî÷íîãî.

Óïðàæíåíèå

Ïóñòü E � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Ïîêàæèòå, ÷òî µE > 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà E èìååò âíóòðåííèå òî÷êè.

Óïðàæíåíèå

Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü èçìåðèìî è èìååò ìåðó, ðàâíóþ
íóëþ.

Óïðàæíåíèå

Ìíîæåñòâî â R, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, èçìåðèìî, è åãî ìåðà
ðàâíà íóëþ.
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Óïðàæíåíèå

Ìíîæåñòâî E ⊂ R ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê îòðåçêà [0; 1] íåèçìåðèìî.

Óïðàæíåíèå

Ïðèâåäèòå ïðèìåð îãðàíè÷åííîé íåèçìåðèìîé îáëàñòè.

Óïðàæíåíèå

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâà E ⊂ Rn íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàëè äâà òàêèõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâà Fε,
Gε, ÷òî Fε ⊂ E ⊂ Gε, µ(Gε \ Fε) < ε.
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Óïðàæíåíèå
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