
Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Ëåêöèÿ XXVI
Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

Òðóøèí Áîðèñ Âèêòîðîâè÷

(Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò)

19 ôåâðàëÿ 2014 ã.

TrushinBV.ru Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè 19 ôåâðàëÿ 2014 ã. 1 / 13



Òåîðåìà

Ïóñòü x (0) ∈ E ⊂ Rn, è ïóñòü êàæäàÿ èç m ôóíêöèé f1, . . . , fm íåïðåðûâíà â
òî÷êå x (0) ïî ìíîæåñòâó E . Ïóñòü òàêæå

(f1(x), . . . , fm(x)) ∈ F ⊂ Rm ∀ x ∈ E

è ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà â òî÷êå y (0) = (f1(x (0)), . . . , fm(x (0))) ïî
ìíîæåñòâó F .
Òîãäà îïðåäåëåííàÿ íà E ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

h(x) = g(f1(x), . . . , fm(x)), h : E → R,

íåïðåðûâíà â òî÷êå x (0) ïî ìíîæåñòâó E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Òîãäà ∃ η = η(ε)> 0: |g(y)− g(y (0))| < ε ïðè
y ∈ F ∩ Uη(y (0)). Âûáåðåì òåïåðü δ = δ(η) = δ(η(ε)) = δε > 0 ñòîëü ìàëûì,
÷òî

|f1(x)− f1(x (0))| < η√
m
, . . . , |fm(x)− fm(x (0))| < η√

m

ïðè x ∈ E ∩ Uδ(x (0)).
Ìû èñïîëüçîâàëè íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé g , f1, . . . , fm â ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷êàõ.
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Èç íàïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé, ñ÷èòàÿ, ÷òî

y = (y1, . . . , ym) = (f1(x), . . . , fm(x)),

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè x ∈ E ∩ Uδ(x (0)):

|y − y (0)| =

√√√√ m∑
i=1

(
fi (x)− fi (x (0))

)2
< η,

|h(x)− h(x (0))| = |g(f1(x), . . . , fm(x))− g(f1(x (0)), . . . , fm(x (0)))| =

= |g(y)− g(y (0))| < ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî h íåïðåðûâíà â x (0) ïî
ìíîæåñòâó E .

Óïðàæíåíèå

Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ïðåäåëå ñëîæíîé ôóíêöèè,
àíàëîãè÷íóþ äîêàçàííîé òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè.
Ñðàâíèòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òåîðåìàìè äëÿ n = m = 1.
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Ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå íà ìíîæåñòâå

Îïðåäåëåíèå

Âåðõíåé ãðàíüþ íà ìíîæåñòâå E ⊂ Rn ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà E ,
íàçûâàåòñÿ

sup
E

f = sup
x∈E

f (x).

Íèæíåé ãðàíüþ íà ìíîæåñòâå E ⊂ Rn ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà E ,
íàçûâàåòñÿ

inf
E

f = inf
x∈E

f (x).

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ E ⊂ Rn ïî ìíîæåñòâó E ,
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå E .
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Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå E ⊂ Rn. Òîãäà îíà îãðàíè÷åíà íà
E è äîñòèãàåò íà E ñâîèõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ âåðõíåé ãðàíè. Ïóñòü
B = sup

E
f 6 +∞. Èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {x (m)}, x (m) ∈ E , òàêàÿ, ÷òî lim
m→∞

f (x (m)) = B.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x (m)} îãðàíè÷åíà â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà E .
Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà âûäåëèì èç {x (m)}
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x (mk )}∞k=1. Ïóñòü x (0) = lim

k→∞
x (mk ).

Òî÷êà x (0) ïðèíàäëåæèò E â ñèëó çàìêíóòîñòè E . Ñëåäîâàòåëüíî, f
íåïðåðûâíà â òî÷êå x (0) ïî ìíîæåñòâó E .
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Òåïåðü èç ñîîòíîøåíèé

f (x (mk ))→ B, f (x (mk ))→ f (x (0)) ïðè k →∞

âûòåêàåò, ÷òî f (x (0)) = B, òî åñòü ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè f äîñòèãàåòñÿ
â òî÷êå x (0) ∈ E . Ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíÿÿ ãðàíü sup

E
f êîíå÷íà, à ôóíêöèÿ f

îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà E .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè íà
E è îãðàíè÷åíà ñíèçó íà E . Òåîðåìà äîêàçàíà.

TrushinBV.ru Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè 19 ôåâðàëÿ 2014 ã. 6 / 13



Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå E ⊂ Rn, åñëè

∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ x ′, x ′′ ∈ E : |x ′− x ′′| < δ → |f (x ′)− f (x ′′)| < ε.

Åñëè ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E , òî îíà è íåïðåðûâíà íà E (òî
åñòü íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå x (0) ∈ E ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
äîñòàòî÷íî âçÿòü x ′′ = x (0), x ′ = x .

Îáðàòíîå íåâåðíî. Íàïðèìåð, ïðè n = 1 ôóíêöèè f (x) =
1

x
, g(x) = sin

1

x
,

íåïðåðûâíûå íà E = (0, 1), íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè íà E .
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Îäíàêî, åñëè E � êîìïàêò, òî íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà E ýêâèâàëåíòíà
ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ýòîé ôóíêöèè íà E â ñèëó ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà Êàíòîðà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå E ⊂ Rn. Òîãäà f ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà, òî åñòü ÷òî ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ f , íåïðåðûâíàÿ, íî íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà E . Òîãäà

∃ ε0 > 0 : ∀ δ > 0 → ∃ x , y ∈ E : |x − y | < δ, |f (x)− f (y)| > ε0.

Áóäåì â êà÷åñòâå δ áðàòü δm =
1

m
è îáîçíà÷àòü ÷åðåç x (m), y (m)

ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó òî÷åê x , y .
Òîãäà èìååì

x (m), y (m) ∈ E , |x (m) − y (m)| < 1

m
,

|f (x (m))− f (y (m))| > ε0 > 0.
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Âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x (m)} ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{x (mk )}∞k=1, lim

k→∞
x (mk ) = x (0), ÷òî âîçìîæíî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè {x (m)} ïî

òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà.

Òîãäà èç |x (m) − y (m)| < 1

m
ñëåäóåò, ÷òî

lim
k→∞

y (mk ) = x (0). Òî÷êà x (0) ∈ E , òàê êàê E çàìêíóòî. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

f â òî÷êå x (0) ïî ìíîæåñòâó E èìååì

f (x (mk ))→ f (x (0)), f (y (mk ))→ f (x (0)) ïðè k →∞,

òàê ÷òî
|f (x (mk ))− f (y (mk ))| 6

6 |f (x (mk ))− f (x (0))|+ |f (y (mk ))− f (x (0))| → 0 ïðè k →∞.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî

∀ k ∈ N → |f (x (mk ))− f (y (mk ))| > ε0 > 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Óïðàæíåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : (a; b)→ R èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ íà (a; b).
Ïîêàçàòü, ÷òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà (a; b).

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå E ⊂ Rn. Åå ìîäóëåì
íåïðåðûâíîñòè (íà E ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ω: (0,+∞)→ [0,+∞), ãäå

ω(δ) = ω(δ; f ; E ) = sup{|f (x)− f (y)| : x , y ∈ E , |x − y | 6 δ}.
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Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà E ⊂ R. Äëÿ åå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
íà E íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ω(0 + 0; f ; E ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E . Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ
ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

∀ ε > 0 → ∃ δ(ε) > 0 : ω(δ; f ) 6 ε ïðè 0 < δ < δ(ε).

Ñëåäîâàòåëüíî, ω(0 + 0; f ) = 0.
Ïóñòü ω(0 + 0; f ) = 0. Òîãäà

∀ ε > 0 → ∃ δ(ε) > 0 : ω(δ(ε); f ) < ε.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f
íà E .
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íà E íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E . Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ
ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

∀ ε > 0 → ∃ δ(ε) > 0 : ω(δ; f ) 6 ε ïðè 0 < δ < δ(ε).

Ñëåäîâàòåëüíî, ω(0 + 0; f ) = 0.
Ïóñòü ω(0 + 0; f ) = 0. Òîãäà

∀ ε > 0 → ∃ δ(ε) > 0 : ω(δ(ε); f ) < ε.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f
íà E .
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Òåîðåìà Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ôóíêöèè

Ïóñòü îáëàñòü G ⊂ Rn, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà G . Òîãäà åñëè a, b ∈ G ,
f (a) < f (b), òî

∀C ∈ (f (a), f (b)) ∃ c ∈ G : f (c) = C .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáëàñòü � ýòî îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, òàê ÷òî äëÿ
òî÷åê a, b ∈ G ñóùåñòâóåò êðèâàÿ

Γ = {x = ϕ(t) : α 6 t 6 β}, ϕ(α) = a, ϕ(β) = b, Γ ⊂ G .

Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ ôóíêöèþ g(t) = f (ϕ(t)). Îíà íåïðåðûâíà íà [α, β] ïî
òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, g(α) = f (a),
g(β) = f (b). Ïî òåîðåìå Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé íà
îòðåçêå ôóíêöèè

∃ ξ ∈ [α, β] : g(ξ) = f (ϕ(ξ)) = C .

Âçÿâ c = ϕ(ξ), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
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Ñëåäñòâèå

Òåîðåìà Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ñîõðàíèòñÿ, åñëè â åå
ôîðìóëèðîâêå çàìåíèòü îáëàñòü G íà çàìêíóòóþ îáëàñòü G .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a; b ∈ G , f (a) < C < f (b). Âîçüìåì ε > 0 ñòîëü
ìàëûì, ÷òî f (a) + ε < C < f (b)− ε. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â
òî÷êàõ a, b, íàéäóòñÿ òî÷êè a(0), b(0) ∈ G òàêèå, ÷òî

|f (a)− f (a(0))| < ε, |f (b)− f (b(0))| < ε.

Òîãäà f (a(0)) < C < f (b(0)) è îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü äîêàçàííóþ òåîðåìó.
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Ñëåäñòâèå
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