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Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⊂ Rn, åñëè

∃ ε > 0 : Uε(x) ⊂ E .

Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî

1 ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì;

2 îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì.
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Ëåììà

ε-îêðåñòíîñòü Uε(a) òî÷êè a ∈ Rn ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà èç Uε(a) ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé. Ïóñòü x ∈ Uε(a). Òîãäà r = |x − a| < ε è δ = ε− r > 0.
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Uδ(x) ⊂ Uε(a), òî åñòü ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà y èç Uδ(x)
ïðèíàäëåæèò Uε(a).
Ïóñòü y ∈ Uδ(x), òî åñòü |y − x | < δ. Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

|y − a| 6 |y − x |+ |x − a| < δ + r = ε,

òî åñòü y ∈ Uε(a), ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
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Îïðåäåëåíèå

Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó x , íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ

òî÷êè x è îáîçíà÷àåòñÿ U(x).

Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè x ÿâëÿåòñÿ åå îêðåñòíîñòüþ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè x íàéäåòñÿ ε > 0
òàêîå, ÷òî Uε(x) ⊂ U(x).

Óïðàæíåíèå

Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà lim
m→∞

x (m) = a ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

èñïîëüçóÿ îêðåñòíîñòè U(a) âìåñòî ε-îêðåñòíîñòåé Uε(a).

Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé:

Ůε(x) = Uε(x) \ {x}, Ů(x) = U(x) \ {x}.
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Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⊂ Rn, åñëè

∃ {x (m)}∞1 : ∀m ∈ N → a 6= x (m) ∈ E , lim
m→∞

x (m) = a.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⊂ Rn, åñëè

∀ ε > 0 → E ∩ Ůε(a) 6= ∅.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé.
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Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè
ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî

1 îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî;

2 ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü E ⊂ Rn. Ìíîæåñòâî

E = E ∪ {x : x ∈ Rn, x � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E}

íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà E .

Óïðàæíåíèå

Ìíîæåñòîâî E çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E = E .
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Ëåììà

Çàìûêàíèå E ìíîæåñòâà E ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E 6= ∅ è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E .
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî a ∈ E . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëüíîé òî÷êè

∃ {y (m)} : a 6= y (m) ∈ E , εm = |y (m) − a| → 0 ïðè m→∞.

Ïîêàæåì, ÷òî a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E è, ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ E .
Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{x (m)} : a 6= x (m) ∈ E , |x (m) − a| → 0 ïðè m→∞.

Åñëè y (m) ∈ E , òî ïîëîæèì x (m) = y (m). Åñëè y (m) 6∈ E , òî y (m) � ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà E (ïîñêîëüêó y (m) ∈ E ). Â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç x (m)

îáîçíà÷èì òàêóþ òî÷êó ìíîæåñòâà E , ÷òî |x (m) − y (m)| < εm
2
.
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Èòàê, äëÿ ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x (m)} èìååì x (m) ∈ E ,

0 <
εm
2

6 |y (m) − a| − |x (m) − y (m)| 6 |x (m) − a| 6

6 |x (m) − y (m)|+ |y (m) − a| < 3

2
εm.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E , ÷òî è òðåáîâàëîñü
ïîêàçàòü.

Äîêàçàííóþ ëåììó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå:

E = E .
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Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè F � çàìêíóòîå, à G � îòêðûòîå ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà
Rn, òî F \ G çàìêíóòî, à G \ F îòêðûòî.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⊂ Rn, åñëè Uε(a)
ïðè ëþáîì ε > 0 ñîäåðæèò êàê òî÷êè èç E , òàê è òî÷êè íå èç E .
Ãðàíèöåé ∂E ìíîæåñòâà E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê
ìíîæåñòâà E .

Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E ìîæåò êàê ïðèíàäëåæàòü, òàê è íå
ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó E .
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Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî

1 ìíîæåñòâî E îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E ∩ ∂E = ∅;
2 ìíîæåñòâî E çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂E ⊂ E ;

3 ìíîæåñòâî E ⊂ Rn çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå
Rn \ E îòêðûòî.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî IntE = {x : x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E} íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà E .

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ E ⊂ Rn ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1 ∂E � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (∂E = ∂E );

2 E \ ∂E = IntE ;

3 E ∪ ∂E = E .
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Îïðåäåëåíèå

Äèàìåòðîì íåïóñòîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

diamE = sup
x,y∈E

|x − y |.

Îïðåäåëåíèå

Ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ íåïóñòûìè ìíîæåñòâàìè E ,F ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

dist (E ,F ) = inf
x∈E ,y∈F

|x − y |.

Îïðåäåëåíèå

Íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì.
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Ëåììà

Ïóñòü E , F � êîìïàêòû â Rn, E ∩ F = ∅. Òîãäà dist (E ,F ) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dist (E ,F ) = d . Èç îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ìíîæåñòâàìè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{x (m)}, {y (m)} : ∀m ∈ N → x (m) ∈ E , y (m) ∈ F ,

òàêèå, ÷òî |x (m) − y (m)| → d (m→∞).
C ïîìîùüþ òåîðåìû Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà âûäåëèì èç {x (m)}
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x (mk )}∞k=1, à çàòåì èç {y (mk )}∞k=1

ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y (mkj
)}∞j=1, òàê ÷òî

x (mkj
) → a, y (mkj

) → b ïðè j →∞.
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Â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâ E , F èìååì a ∈ E , b ∈ F . Òîãäà

d 6 |a− b| 6

6 |a− x (mkj
)|+ |b − y (mkj

)|+ |x (mkj
) − y (mkj

)| → 0 + 0 + d = d

ïðè j →∞. Ñëåäîâàòåëüíî, d = |a− b|.

Íî a 6= b, òàê êàê E ∩ F = ∅.
Ïîýòîìó d > 0.

Óïðàæíåíèå

Îáîáùèòå ëåììó íà ñëó÷àé, êîãäà E � íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, F �
êîìïàêò.
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Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî òî÷åê Γ ⊂ Rn ñ åãî êîíêðåòíûì îïèñàíèåì

Γ = {x(t) : α 6 t 6 β} = {(x1(t), . . . , xn(t)) : α 6 t 6 β},

ãäå xi � íåïðåðûâíûå íà [α, β] ôóíêöèè (i = 1, . . . , n), íàçûâàåòñÿ êðèâîé.
Ïðè ýòîì òî÷êà x(α) íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êðèâîé, à òî÷êà x(β) � êîíöîì

êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå

Îáëàñòüþ â Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, òî åñòü òàêîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ Rn, äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
êðèâàÿ Γ ⊂ G è ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè a è b.

Îïðåäåëåíèå

Çàìûêàíèå G îáëàñòè G ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé îáëàñòüþ.
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