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Ïðîñòðàíñòâî Rn

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè êàæäîé ïàðå åãî
ýëåìåíòîâ x , y ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ρ(x , y) > 0,
íàçûâàåìîå ðàññòîÿíèåì ìåæäó ýëåìåíòàìè x è y è óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1 ρ(x , y) = 0 ⇐⇒ x = y ;

2 ρ(x , y) = ρ(y , x) (àêñèîìà ñèììåòðèè);

3 ρ(x , y) 6 ρ(x , z) + ρ(z , y) (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà).

Ïîñëåäíþþ àêñèîìó íàçûâàþò òàêæå íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà.
Ôóíêöèþ ρ íàçûâàþò ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà M.
Ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò òàêæå òî÷êàìè.
Ñ ïîìîùüþ ðàññòîÿíèÿ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ñõîäÿùåéñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè,
îòêðûòîãî è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà è äðóãèå. Ìû
ïîçíàêîìèìñÿ ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè íà ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâà Rn.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü n ∈ N. Ïðîñòðàíñòâîì Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ
óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ x = (x1, . . . , xn) èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ
ðàññòîÿíèåì

ρ(x , y) =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2.

Ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Rn áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé, à ÷èñëà x1, . . . , xn �
êîîðäèíàòàìè òî÷êè x .
Àêñèîìû 1, 2 ðàññòîÿíèÿ â Rn î÷åâèäíû.
Â Rn ìîæíî ââåñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ x + y è óìíîæåíèÿ λx íà ÷èñëî
λ ∈ R, ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

λx = (λx1, . . . , λxn).

Òîãäà Rn ñòàíîâèòñÿ íå ïðîñòî ìåòðè÷åñêèì, à ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, à
òî÷êó x ∈ Rn íàçûâàþò òàêæå âåêòîðîì.
Ïî îïðåäåëåíèþ x − y = x + (−1)y = (x1 − y1, . . . , xn − yn)
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Ââåäåì ïîíÿòèå ìîäóëÿ âåêòîðà x = (x1, . . . , xn):

|x | =
√
x21 + . . .+ x2n .

Òîãäà ρ(x , y) = |x − y |.

Ëåììà (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî)

∀ x , y ∈ Rn →

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ 6 |x | |y |.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n ∈ N. Ðàññìîòðèì ëèøü íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé,
êîãäà |x | > 0, |y | > 0. Ïðè a, b > 0 èìååì

(a− b)2 = a2 − 2ab + b2 > 0, ab 6
a2

2
+

b2

2
.

Çàìåíèâ a íà a
√
t, b � íà

b√
t
ïðè ïðîèçâîëüíîì t > 0, èìååì

ab 6
a2t

2
+

b2

2t
.
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∀ x , y ∈ Rn →

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ 6 |x | |y |.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n ∈ N. Ðàññìîòðèì ëèøü íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé,
êîãäà |x | > 0, |y | > 0. Ïðè a, b > 0 èìååì

(a− b)2 = a2 − 2ab + b2 > 0, ab 6
a2

2
+

b2

2
.

Çàìåíèâ a íà a
√
t, b � íà

b√
t
ïðè ïðîèçâîëüíîì t > 0, èìååì

ab 6
a2t

2
+

b2

2t
.
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Ïðèìåíèâ ýòî íåðàâåíñòâî ïðè a = xi , b = yi è ñóììèðóÿ ïî i , ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ 6 |x |2t2
+
|y |2

2t
∀ t > 0.

Âçÿâ t =
|y |
|x |

, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Ëåììà (íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî)

∀ x , y ∈ Rn → |x + y | 6 |x |+ |y |.

Äîêàçàòåëüñòâî.

|x + y |2 =
n∑

i=1

(xi + yi )
2 = |x |2 + 2

n∑
i=1

xiyi + |y |2.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî

|x + y |2 6 |x |2 + 2|x | |y |+ |y |2 = (|x |+ |y |)2,

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ýòî íåðàâåíñòâî òàêæå íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà.
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Ïðîâåðèì àêñèîìó 3 ðàññòîÿíèÿ.
Ïóñòü x , y , z ∈ Rn, x ′ = x − y , y ′ = y − z . Òîãäà x ′ + y ′ = x − z . Â ñèëó
íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî

|x ′ + y ′| 6 |x ′|+ |y ′|, òî åñòü |x − z | 6 |x − y |+ |y − z |,

÷òî ëèøü îáîçíà÷åíèåì îòëè÷àåòñÿ îò íåðàâåíñòâà

ρ(x , z) 6 ρ(x , y) + ρ(y , z).
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Ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ â Rn äàåò âîçìîæíîñòü ââåñòè ïîíÿòèÿ ε-îêðåñòíîñòè
òî÷êè è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â Rn.

Îïðåäåëåíèå

Ïðè ε > 0 ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Uε(a) = {x ∈ Rn : |x − a| < ε}.

Uε(a) íàçûâàþò åùå øàðîì, èëè îòêðûòûì øàðîì â Rn ðàäèóñà ε > 0 ñ
öåíòðîì â òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êó a ∈ Rn íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x (m)}∞m=1 òî÷åê

x (m) ∈ Rn è ïèøóò lim
m→∞

x (m) = a èëè x (m) → a ïðè m→∞, åñëè

lim
m→∞

|x (m) − a| = 0,

èëè, èíà÷å, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò mε ∈ N òàêîå, ÷òî

∀m > mε → |x (m) − a| < ε.
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Òåîðåìà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x (m)}∞1 òî÷åê èç Rn ñõîäèòñÿ ê òî÷êå a = Rn òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè êàæäîì k = 1, . . . , n

lim
m→∞

x
(m)
k = ak ,

ãäå x
(m)
k è ak � êîîðäèíàòû òî÷åê x (m) è a ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì

|x (m)
k − ak | 6

√√√√ n∑
i=1

(x
(m)
i − ai )2 = |x (m) − a|.
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Òåîðåìà
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Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ∃R > 0: E ⊂ UR(~0).

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x (m)} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ìíîæåñòâî åå
çíà÷åíèé îãðàíè÷åíî, òî åñòü

∃R > 0 : ∀m ∈ N → |x (m)| < R.
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Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà

Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {x (m)} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ïðè

ëþáîì k, 1 6 k 6 n, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x (m)
k }∞m=1 îãðàíè÷åíà.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x (m)
1 }∞m=1. Ïî òåîðåìå

Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {m(1)
j }∞j=1

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
x
(m

(1)
j )

1

}∞

j=1
ñõîäèòñÿ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
x
(m

(1)
j )

2

}∞

j=1

. Ïî òåîðåìå
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Ïðîäîëæàÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ïîëó÷èì n ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ
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, k = 1, . . . , n, êàê
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Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⊂ Rn, åñëè

∃ ε > 0 : Uε(x) ⊂ E .

Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî

1 ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì;

2 îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì.
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Ëåììà

ε-îêðåñòíîñòü Uε(a) òî÷êè a ∈ Rn ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà èç Uε(a) ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé. Ïóñòü x ∈ Uε(a). Òîãäà r = |x − a| < ε è δ = ε− r > 0.
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Uδ(x) ⊂ Uε(a), òî åñòü ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà y èç Uδ(x)
ïðèíàäëåæèò Uε(a).
Ïóñòü y ∈ Uδ(x), òî åñòü |y − x | < δ. Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

|y − a| 6 |y − x |+ |x − a| < δ + r = ε,

òî åñòü y ∈ Uε(a), ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
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Îïðåäåëåíèå

Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó x , íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ

òî÷êè x è îáîçíà÷àåòñÿ U(x).

Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè x ÿâëÿåòñÿ åå îêðåñòíîñòüþ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè x íàéäåòñÿ ε > 0
òàêîå, ÷òî Uε(x) ⊂ U(x).

Óïðàæíåíèå

Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà lim
m→∞

x (m) = a ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

èñïîëüçóÿ îêðåñòíîñòè U(a) âìåñòî ε-îêðåñòíîñòåé Uε(a).

Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé:

Ůε(x) = Uε(x) \ {x}, Ů(x) = U(x) \ {x}.
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Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⊂ Rn, åñëè

∃ {x (m)}∞1 : ∀m ∈ N → a 6= x (m) ∈ E , lim
m→∞

x (m) = a.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⊂ Rn, åñëè

∀ ε > 0 → E ∩ Ůε(a) 6= ∅.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé.
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Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé.

TrushinBV.ru Ïðîñòðàíñòâî Rn 7 ôåâðàëÿ 2014 ã. 15 / 18



Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⊂ Rn, åñëè

∃ {x (m)}∞1 : ∀m ∈ N → a 6= x (m) ∈ E , lim
m→∞

x (m) = a.

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⊂ Rn, åñëè

∀ ε > 0 → E ∩ Ůε(a) 6= ∅.
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Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè
ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî

1 îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî;

2 ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü E ⊂ Rn. Ìíîæåñòâî

E = E ∪ {x : x ∈ Rn, x � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E}

íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà E .

Óïðàæíåíèå

Ìíîæåñòîâî E çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E = E .
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Ëåììà

Çàìûêàíèå E ìíîæåñòâà E ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E 6= ∅ è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E .
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî a ∈ E . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëüíîé òî÷êè

∃ {y (m)} : a 6= y (m) ∈ E , εm = |y (m) − a| → 0 ïðè m→∞.

Ïîêàæåì, ÷òî a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E è, ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ E .
Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{x (m)} : a 6= x (m) ∈ E , |x (m) − a| → 0 ïðè m→∞.

Åñëè y (m) ∈ E , òî ïîëîæèì x (m) = y (m). Åñëè y (m) 6∈ E , òî y (m) � ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà E (ïîñêîëüêó y (m) ∈ E ). Â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç x (m)

îáîçíà÷èì òàêóþ òî÷êó ìíîæåñòâà E , ÷òî |x (m) − y (m)| < εm
2
.
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Èòàê, äëÿ ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x (m)} èìååì x (m) ∈ E ,

0 <
εm
2

6 |y (m) − a| − |x (m) − y (m)| 6 |x (m) − a| 6

6 |x (m) − y (m)|+ |y (m) − a| < 3

2
εm.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E , ÷òî è òðåáîâàëîñü
ïîêàçàòü.

Äîêàçàííóþ ëåììó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå:

E = E .
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