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Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïðèíöèïàìè íåïðåðûâíîñòè

Òåîðåìà (ïðèíöèï Àðõèìåäà)

∀ a ∈ R → ∃ n ∈ N : n > a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà

∀ n ∈ N → ∃ a ∈ R : n 6 a.

Ñëåäîâàòåëüíî, a îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó ìíîæåñòâî N. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ âåõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

∃ b ∈ R : b = supN.

Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè äëÿ ÷èñëà b′ = b − 1

∃ n ∈ N : n > b − 1.

Íî òîãäà n + 1 > b è (n + 1) ∈ N, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî b = supN.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Èçó÷èì ñâÿçü ìåæäó ñëåäóþùèìè ÷åòûðüìÿ óòâåðæäåíèÿìè:

Ïðèíöèï Äåäåêèíäà

Ïóñòü A, B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà R òàêèå, ÷òî ∀ a ∈ A, b ∈ B → a 6 b.
Òîãäà ñóùåñòâóåò c ∈ R òàêîå, ÷òî ∀ a ∈ A, b ∈ B → a 6 c 6 b.

Ïðèíöèï âåðõíåé ãðàíè

Âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî èìååò âåðõíþþ
ãðàíü.

Ïðèíöèï Êàíòîðà

Äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ
âñåì îòðåçêàì äàííîé ñèñòåìû.

Ïðèíöèï Àðõèìåäà

∀ a ∈ R → ∃ n ∈ N : n > a.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþò ìåñòî âñå àêñèîìû ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, êðîìå àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà

{Ïðèíöèï Äåäåêèíäà} ⇒ {Ïðèíöèï âåðõíåé ãðàíè}

{Ïðèíöèï âåðõíåé ãðàíè} ⇒ {Ïðèíöèï Êàíòîðà}

{Ïðèíöèï âåðõíåé ãðàíè} ⇒ {Ïðèíöèï Àðõèìåäà}

{Ïðèíöèï Êàíòîðà}∪{Ïðèíöèï Àðõèìåäà} ⇒ {Ïðèíöèï Äåäåêèíäà}

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè ìîæíî
áûëî âçÿòü ëþáîå èç óòâåðæäåíèé:

1 {Ïðèíöèï Äåäåêèíäà}

2 {Ïðèíöèï âåðõíåé ãðàíè}

3 {Ïðèíöèï Êàíòîðà}∪{Ïðèíöèï Àðõèìåäà}
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Òåîðåìà (ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè)

Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊂ N òàêîå, ÷òî

1 ∈ A;

x ∈ A ⇒ (x + 1) ∈ A.

Òîãäà A = N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

1 ∈ A ⇒ 2 = (1 + 1) ∈ A;

2 ∈ A ⇒ 3 = (2 + 1) ∈ A;

3 ∈ A ⇒ 4 = (3 + 1) ∈ A;

. . .

Ñëåäîâàòåëüíî, N ⊂ A, íî A ⊂ N. Çíà÷èò, A = N.
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Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè X è Y óñòàíîâëåíî âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, è ïèñàòü X ↔ Y , åñëè

êàæäîìó x ∈ X ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå îäèí è òîëüêî îäèí ýëåìåíò
y ∈ Y (x → y);

åñëè x1 6= x2, x1 → y1, x2 → y2, òî y1 6= y2;

∀ y ∈ Y → ∃ x ∈ X : x → y .

Îïðåäåëåíèå

Äâà ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ïèøóò X ∼ Y ), åñëè
ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.
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Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî

{2, 4, 6, 8, 10, . . . } ∼ N;
Z ∼ N

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíî.
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Òåîðåìà

Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì áåñêîíå÷íóþ ñíèçó è ñïðàâà òàáëèöó, ñîäåðæàùóþ
âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

HHHn
m

0 1 −1 2 −2 3 −3 · · ·
1 0/1 1/1 −1/1 2/1 −2/1 3/1 −3/1 · · ·
2 0/2 1/2 −1/2 2/2 −2/2 3/2 −3/2 · · ·
3 0/3 1/3 −1/3 2/3 −2/3 3/3 −3/3 · · ·
4 0/4 1/4 −1/4 2/4 −2/4 3/4 −3/4 · · ·
5 0/5 1/5 −1/5 2/5 −2/5 3/5 −3/5 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

Áóäåì äâèãàòüñÿ ïî êëåòêàì ýòîé òàáëèöû èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà �çìåéêîé�
íóìåðóÿ âñòðå÷àþùèåñÿ â êëåòêàõ ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

, ïðîïóñêàÿ ïðè ýòîì
òå èç íèõ, êîòîðûå ðàíåå óæå âñòðå÷àëèñü. Î÷åâèäíî, òàêèì ñïîñîáîì ìû
çàíóìåðóåì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà âñåìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ÷òî è
òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
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Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.

Òåîðåìà Êàíòîðà

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê îòðåçêà [0, 1] íåñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà âñå òî÷êè îòðåçêà [0, 1] ìîæíî
çàíóìåðîâàòü: x1, x2, x3, . . . Ïîäåëèì îòðåçîê [0, 1] íà òðè ðàâíûõ îòðåçêà è
îáîçíà÷èì ÷åðåç [a1, b1] òîò èç íèõ (ëþáîé, åñëè òàêèõ íåñêîëüêî), â êîòîðîì
íåò òî÷êè x1. Ïîäåëèì [a1, b1] íà òðè ðàâíûõ îòðåçêà è îáîçíà÷èì ÷åðåç
[a2, b2] òîò èç íèõ, â êîòîðîì íåò òî÷êè x2. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì
ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ {[an, bn]}∞n=1.
Ïî òåîðåìå î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò òî÷êà c , ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì
îòðåçêàì ñèñòåìû. Ýòà òî÷êà c íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç çàíóìåðîâàííûõ
òî÷åê x1, x2, x3, . . . , òàê êàê åñëè = xk , òî íå ñîäåðæèòñÿ â îòðåçêå [ak , bk ].
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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