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Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè
Âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà (a; b). Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà [α, β] ⊂ (a; b)
ïîñòðîèì õîðäó ãðàôèêà ôóíêöèè f , ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (α, f (α)) è
(β, f (β)). Åå óðàâíåíèå

y = `α,β(x) =
β − x

β − α
f (α) +

x − α
β − α

f (β), x ∈ [α, β].

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõíà (a; b), åñëè äëÿ ëþáûõ
α, β : a < α < β < b → f (x) > `α,β(x) ïðè x ∈ (α, β). Ïðè ýòîì èíòåðâàë
(a; b) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì âûïóêëîñòè ââåðõ ôóíêöèè f .
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Åñëè æå âìåñòî íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè ìîæíî
íàïèñàòü ñòðîãîå, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ââåðõ íà
èíòåðâàëå (a; b).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ.

Óñëîâèå âûïóêëîñòè ââåðõ ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f (x)− `α,β(x) =
β − x

β − α
(f (x)− f (α)) +

x − α
β − α

(f (x)− f (β)) > 0

è â âèäå
f (x)− f (α)

x − α
>

f (β)− f (x)

β − x
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó óãëîâûìè
êîýôôèöèåíòàìè äâóõ ðàçëè÷íûõ õîðä ñ êîíöàìè â òî÷êå (x , f (x)).
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Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå âûïóêëîñòè ââåðõ.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ â êàæäîé òî÷êå íà èíòåðâàëå âûïóêëîñòè ââåðõ
èìååò îáå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç îäíîñòîðîííèõ
ïðîèçâîäíûõ ìîíîòîííà.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà
âûïóêëîñòè ââåðõ çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà òî÷åê.
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Òåîðåìà (î ðàñïîëîæåíèè ãðàôèêà ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî
êàñàòåëüíîé)

1 Åñëè f ′′(x0) > 0, òî ∃U(x0): ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) ëåæèò ñòðîãî
âûøå êàñàòåëüíîé y = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) ïðè x ∈ Ů(x0).

2 Åñëè f ′′(x0) = 0, f ′′′(x0) 6= 0, òî ∃U(x0): ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x)
ïåðåõîäèò ÷åðåç êàñàòåëüíóþ, òî åñòü ïðè x < x0 è ïðè x > x0
(x ∈ Ů(x0)) ëåæèò ñòðîãî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò êàñàòåëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1 ñëåäóåò èç ôîðìóëû Òåéëîðà

f (x)− (f (x0) + f ′(x0)(x − x0)) =

(
f ′′(x0)

2!
+ ε(x − x0)

)
(x − x0)2,

à óòâåðæäåíèå 2 � èç ôîðìóëû Òåéëîðà

f (x)− (f (x0) + f ′(x0)(x − x0)) =

(
f ′′′(x0)

3!
+ ε(x − x0)

)
(x − x0)3,

íàïèñàííûõ äëÿ x ∈ Ůδ(x0), ãäå δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî.
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2 Åñëè f ′′(x0) = 0, f ′′′(x0) 6= 0, òî ∃U(x0): ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x)
ïåðåõîäèò ÷åðåç êàñàòåëüíóþ, òî åñòü ïðè x < x0 è ïðè x > x0
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Òåîðåìà (óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèé)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ f ′′ íà (a; b). Òîãäà

1 óñëîâèå f ′′ 6 0 íà (a; b) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ âûïóêëîñòè ââåðõ
ôóíêöèè f íà (a; b);

2 åñëè f ′′ < 0 íà (a; b), òî ôóíêöèÿ f ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ íà (a; b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðè a < α < x < β < b èìååì, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà

f (x)− `α,β(x) =
(β − x)f ′(c)(x − α) + (x − α)f ′(d)(x − β)

β − α
=

=
(x − α)(β − x)f ′′(e)(c − d)

β − α
> 0,

ãäå a < α < c < e < d < β < b.
Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
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ãäå a < α < c < e < d < β < b.
Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
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Îïðåäåëåíèå

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè f , à òî÷êà (x0, f (x0)) � òî÷êîé

ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè f , åñëè

1 ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) ∈ R̄;
2 òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ êîíöîì èíòåðâàëà ñòðîãîé âûïóêëîñòè ââåðõ è êîíöîì

èíòåðâàëà ñòðîãîé âûïóêëîñòè âíèç.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òî÷êè ïåðåãèáà)

Ïóñòü x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f è f ′′ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Òîãäà
f ′′(x0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî f ′′(x0) 6= 0 è äëÿ
îïðåäåëåííîñòè f ′′(x0) > 0. Òîãäà f ′′ > 0 íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0). Ïî
ïðåäûäóùåé òåîðåìå òî÷êà x0 íàõîäèòñÿ âíóòðè èíòåðâàëà U(x0) ñòðîãîé
âûïóêëîñòè âíèç è íå ìîæåò áûòü òî÷êîé ïåðåãèáà.
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Òåîðåìà (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òî÷êè ïåðåãèáà)

Ïóñòü ñóùåñòâóåò f ′(x0), à f ′′ ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0.
Òîãäà x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f .

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü f ′′(x0) = 0, f ′′′(x0) 6= 0. Òîãäà x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f .
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