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Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
Òåîðåìû î ñðåäíåì

Òåîðåìà Ôåðìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â U(x0) è â òî÷êå x0 ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå èëè
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñðåäè åå çíà÷åíèé íà U(x0). Ïóñòü ñóùåñòâóåò f ′(x0).
Òîãäà f ′(x0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f (x0) = min
U(x0)

f . Òîãäà
∆f

∆x
> 0 ïðè

∆x > 0 è
∆f

∆x
6 0 ïðè ∆x < 0. Ïåðåõîäÿ â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ïðè

∆x → 0, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî f ′(x0) > 0 è f ′(x0) 6 0. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî f ′(x0) = 0.
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Òåîðåìà Ðîëëÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b], äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b),
f (a) = f (b). Òîãäà ∃ c ∈ (a; b) : f ′(c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé f ≡ const òðèâèàëåí. Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî
f 6= const. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îòðåçêà [a; b]
ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ. Ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà èç ýòèõ òî÷åê ëåæèò íà èíòåðâàëå (a; b), òàê êàê min

[a;b]
f < max

[a;b]
f . Íî

òîãäà ïî òåîðåìå Ôåðìà ïðîèçâîäíàÿ f ′ â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Òåîðåìà Ëàãðàíæà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b], äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b). Òîãäà
∃ c ∈ (a; b) : f (b)− f (a) = f ′(c)(b − a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
F (x) = f (x)− λx , â êîòîðîé ÷èñëî λ âûáåðåì òàê, ÷òîáû F óäîâëåòâîðÿëà
óñëîâèþ: F (a) = F (b). Òîãäà

f (a)− λa = f (b)− λb, òî åñòü λ =
f (b)− f (a)

b − a
.

Î÷åâèäíî, äëÿ F âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ
äëÿ ôóíêöèè F ïîëó÷àåì, ÷òî

∃ c ∈ (a; b) : F ′(c) = 0, òî åñòü f ′(c)− λ = 0,

ãäå λ =
f (b)− f (a)

b − a
. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ëàãðàíæà.
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Ôîðìóëó
f (b)− f (a) = f ′(c)(b − a), c ∈ (a; b),

íàçûâàþò ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà.

Ïåðåïèøåì åå â âèäå

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a
, c ∈ (a; b),

îòêóäà ëåãêî ïîíÿòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà:
íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a; b) òàêàÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â
òî÷êå (c , f (c)) ïàðàëëåëüíà õîðäå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (a, f (a)) è (b, f (b)).

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò
lim
x→x0

f ′(x), òî ñóùåñòâóåò f ′(x0) = lim
x→x0

f ′(x).

TrushinBV.ru Ôîðìóëà Òåéëîðà 15 îêòÿáðÿ 2013 ã. 5 / 13



Ôîðìóëó
f (b)− f (a) = f ′(c)(b − a), c ∈ (a; b),

íàçûâàþò ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà. Ïåðåïèøåì åå â âèäå

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a
, c ∈ (a; b),

îòêóäà ëåãêî ïîíÿòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà:
íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a; b) òàêàÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â
òî÷êå (c , f (c)) ïàðàëëåëüíà õîðäå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (a, f (a)) è (b, f (b)).

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò
lim
x→x0

f ′(x), òî ñóùåñòâóåò f ′(x0) = lim
x→x0

f ′(x).

TrushinBV.ru Ôîðìóëà Òåéëîðà 15 îêòÿáðÿ 2013 ã. 5 / 13



Ôîðìóëó
f (b)− f (a) = f ′(c)(b − a), c ∈ (a; b),

íàçûâàþò ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà. Ïåðåïèøåì åå â âèäå

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a
, c ∈ (a; b),

îòêóäà ëåãêî ïîíÿòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà:
íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a; b) òàêàÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â
òî÷êå (c , f (c)) ïàðàëëåëüíà õîðäå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (a, f (a)) è (b, f (b)).

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò
lim
x→x0

f ′(x), òî ñóùåñòâóåò f ′(x0) = lim
x→x0

f ′(x).

TrushinBV.ru Ôîðìóëà Òåéëîðà 15 îêòÿáðÿ 2013 ã. 5 / 13



Òåîðåìà Êîøè

Ïóñòü ôóíêöèè f , g íåïðåðûâíû íà [a; b], äèôôåðåíöèðóåìû íà (a; b), g ′ 6= 0
íà (a; b). Òîãäà ∃ c ∈ (a; b), ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà êîíå÷íûõ
ïðèðàùåíèé Êîøè

f (b)− f (a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g ′(c)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî g(b) 6= g(a), òàê êàê èíà÷å â ñèëó
òåîðåìû Ðîëëÿ g ′ äîëæíà áûëà áû îáðàùàòüñÿ â íóëü â íåêîòîðîé òî÷êå
èíòåðâàëà (a; b).
Ïóñòü F (x) = f (x)− λg(x), x ∈ [a; b]. Âûáåðåì λ òàê, ÷òîáû F (a) = F (b), òî
åñòü f (a)− λg(a) = f (b)− λg(b). Îòñþäà

λ =
f (b)− f (a)

g(b)− g(a)
.

Ïðè âûáðàííîì òàêèì îáðàçîì λ ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû Ðîëëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ∃ c ∈ (a; b) : F ′(c) = 0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

f ′(c)− λg ′(c) = 0, òî åñòü
f ′(c)

g ′(c)
= λ,

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà Êîøè
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Çàìå÷àíèå
Òåîðåìà Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Êîøè, êîãäà
g(x) = x .
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Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
Ôîðìóëà Òåéëîðà

Ïóñòü ñóùåñòâóåò f (n)(x0). Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0) ìîæíî
íàïèñàòü ðàâåíñòâî

f (x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k + rn(f , x) = Pn(f , x) + rn(f , x),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Ïðè ýòîì
f (k)(x0)

k!
(x − x0)k íàçûâàåòñÿ k-ûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà, Pn(f , x) �

ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà, rn(f , x) � îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà
(ïîñëå n-ãî ÷ëåíà).
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Ëåììà

Ïóñòü ñóùåñòâóþò f (n)(x0), f ′ íà Ů(x0). Òîãäà ïðè x ∈ Ů(x0)

(rn(f , x))′ = rn−1(f ′, x).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(rn(f , x))′ =

(
f (x)−

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k

)′
=

= f ′(x)−
n∑

k=1

f (k)(x0)

(k − 1)!
(x − x0)k−1 = rn−1(f ′, x).
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Ëåììà
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Òåîðåìà (ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî)

Ïóñòü n ∈ N, è ïóñòü ñóùåñòâóåò f (n)(x0). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
Òåéëîðà, â êîòîðîé rn(f , x) = o((x − x0)n) ïðè x → x0.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå
òåîðåìû âåðíî. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå x0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f (x)− f (x0) = f ′(x0)(x − x0) + o(x − x0), x → x0,

÷òî ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî ïðè n − 1 > 1 âìåñòî n è
ïîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî â ïðèâåäåííîé ôîðìå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà
è ïðåäûäóùóþ ëåììó, èìååì

rn(f , x) = rn(f , x)− rn(f , x0) = rn−1(f ′, c)(x − x0),

ãäå x0 < c < x èëè x < c < x0.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè rn−1(f ′, c) = o((c − x0)n−1) = o((x − x0)n−1)
ïðè x → x0. Ñëåäîâàòåëüíî,

rn(f , x) = o((x − x0)n) ïðè x → x0,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
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Òåîðåìà (ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî)
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Òåîðåìà (ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ëàãðàíæà)

Ïóñòü x > x0, n ∈ N0, f
(n) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [x0; x ], è ïóñòü ñóùåñòâóåò

f (n+1) íà èíòåðâàëå (x0; x). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà, â êîòîðîé

rn(f , x) =
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x − x0)n+1,

ãäå c ∈ (x0; x).

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü ïî èíäóêöèè, ñ÷èòàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè
x > x0. Ïðè n = 0 òåîðåìà ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé Ëàãðàíæà.

Ïðåäïîëîæèì,
÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n − 1 âìåñòî n è óñòàíîâèì, ÷òî îíî âåðíî â
ïðèâåäåííîì âèäå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êîøè î ñðåäíåì è ëåììó, èìååì

rn(f , x)

(x − x0)n+1
=

rn(f , x)− rn(f , x0)

(x − x0)n+1 − (x0 − x0)n+1
=

=
rn−1(f ′, c)

(n + 1)(c − x0)n
=

(f ′)(n)(d)

(n + 1)n!
=

f (n+1)(d)

(n + 1)!
,

ãäå x0 < d < c < x , à ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàïèñàíî â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.
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Òåîðåìà (ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ëàãðàíæà)

Ïóñòü x > x0, n ∈ N0, f
(n) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [x0; x ], è ïóñòü ñóùåñòâóåò

f (n+1) íà èíòåðâàëå (x0; x). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà, â êîòîðîé

rn(f , x) =
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x − x0)n+1,

ãäå c ∈ (x0; x).

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü ïî èíäóêöèè, ñ÷èòàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè
x > x0. Ïðè n = 0 òåîðåìà ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé Ëàãðàíæà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n − 1 âìåñòî n è óñòàíîâèì, ÷òî îíî âåðíî â
ïðèâåäåííîì âèäå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êîøè î ñðåäíåì è ëåììó, èìååì

rn(f , x)

(x − x0)n+1
=

rn(f , x)− rn(f , x0)

(x − x0)n+1 − (x0 − x0)n+1
=

=
rn−1(f ′, c)

(n + 1)(c − x0)n
=

(f ′)(n)(d)

(n + 1)n!
=

f (n+1)(d)

(n + 1)!
,

ãäå x0 < d < c < x , à ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàïèñàíî â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.

TrushinBV.ru Ôîðìóëà Òåéëîðà 15 îêòÿáðÿ 2013 ã. 11 / 13



Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

Ïóñòü íà Ů(x0)

f (x) = a0 + a1(x − x0) + · · ·+ an(x − x0)n + o((x − x0)n),

f (x) = b0 + b1(x − x0) + · · ·+ bn(x − x0)n + o((x − x0)n)

ïðè x → x0. Òîãäà a0 = b0, a1 = b1, . . . , an = bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî îäíî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f èç
äðóãîãî, âèäèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî èç

c0 + c1(x − x0) + . . .+ cn(x − x0)n = o((x − x0)n) ïðè x → x0

ñëåäóåò, ÷òî c0 = c1 = · · · = cn = 0.
Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x → x0, ïîëó÷àåì, ÷òî c0 = 0.
Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîäåëèì åãî ïî÷ëåííî íà x − x0. Ïîëó÷èì

c1 + c2(x − x0) + · · ·+ cn(x − x0)n−1 = o((x − x0)n−1) ïðè x → x0.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x → x0, ïîëó÷àåì, ÷òî c1 = 0.
Ó÷èòûâàÿ ýòî è äåëÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà x − x0, ïîñëå
ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïîëó÷àåì, ÷òî c2 = 0. Ïîñòóïàÿ òàê äàëüøå, ïðèõîäèì ê
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Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè
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f (x) = a0 + a1(x − x0) + · · ·+ an(x − x0)n + o((x − x0)n),

f (x) = b0 + b1(x − x0) + · · ·+ bn(x − x0)n + o((x − x0)n)

ïðè x → x0. Òîãäà a0 = b0, a1 = b1, . . . , an = bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî îäíî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f èç
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Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò f (n)(x0), è ïóñòü

f (x) = a0 + a1(x − x0) + · · ·+ an(x − x0)n + o((x − x0)n)

ïðè x → x0. Òîãäà ýòî ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì f ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî.

Óïðàæíåíèå

Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî èç ñëåäñòâèÿ. Âëå÷åò ëè ýòî çà
ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå f ′(x0), f ′′(x0), . . . f (n)(x0).
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