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Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë
Ïðîèçâîäíàÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà U(x0), x0 ∈ R. Ïðåäåë lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
, åñëè

îí ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è

îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì f ′(x0).

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Òåîðåìà (àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ)

Ïóñòü ñóùåñòâóþò f ′(x0), g ′(x0). Òîãäà

1 ∃ (f ± g)′(x0) = f ′(x0)± g ′(x0);

2 ∃ (fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g ′(x0), â ÷àñòíîñòè, (Cf )′(x0) = Cf ′(x0),
ãäå C � ïîñòîÿííàÿ;

3 åñëè g(x0) 6= 0, òî ∃
(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f (x0)g ′(x0)

g(x0)2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ∆x = x − x0, ∆f = f (x0 + ∆x)− f (x0),
∆g = g(x0 + ∆x)− g(x0). Òîãäà:

1.
(f (x) + g(x))− (f (x0) + g(x0))

∆x
=

∆f

∆x
+

∆g

∆x
→ f ′(x0) + g ′(x0) ïðè x → x0.

2.
f (x)g(x)− f (x0)g(x0)

∆x
=

f (x)g(x)− f (x)g(x0) + f (x)g(x0)− f (x0)g(x0)

∆x
=

= f (x) · ∆g

∆x
+ g(x0) · ∆f

∆x
→ f (x0)g ′(x0) + g(x0)f ′(x0)

ïðè x → x0.

3.

f (x)

g(x)
− f (x0)

g(x0)

∆x
=

(f (x0) + ∆f )g(x0)− f (x0)(g(x0) + ∆g)

∆x g(x0 + ∆x)g(x0)
=

=

∆f

∆x
g(x0)− f (x0)

∆g

∆x
g(x0 + ∆x)g(x0)

→ f ′(x0)g(x0)− f (x0)g ′(x0)

g(x0)2

ïðè x → x0.
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Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë
Äèôôåðåíöèàë

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà U(x0), x0 ∈ R. Ïóñòü åå ïðèðàùåíèå â òî÷êå
x0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

∆f (x0) = f (x0 + ∆x)− f (x0) = A∆x + o(∆x)

ïðè ∆x → 0, ãäå A ∈ R.
Òîãäà ôóíêöèþ f íàçûâàþò äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, à ëèíåéíóþ

ôóíêöèþ

df (x0) = A∆x , −∞ < ∆x <∞,

� äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Òåîðåìà

Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò f ′(x0). Ïðè ýòîì A = f ′(x0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆f (x0) = A∆x + o(∆x).

Ïîäåëèâ åãî ïî÷ëåííî íà ∆x , ïîëó÷èì

∆f (x0)

∆x
= A + o(1).

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ∆x → 0, ïîëó÷èì, ÷òî ∃ f ′(x0) = A.
Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆f (x0)

∆x
.

Òîãäà f ′(x0)− ∆f (x0)

∆x
= o(1) ïðè ∆x → 0.

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî÷ëåííî íà ∆x , ïîëó÷àåì

∆f (x0) = f ′(x0)∆x + o(∆x) ïðè ∆x → 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f ïðåäñòàâëåíî â âèäå

∆f (x0) = A∆x + o(∆x)

ñ A = f ′(x0), òàê ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0.
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Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. Òîãäà f íåïðåðûâíà â

òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïðèðàùåíèå ∆f (x0) ïðåäñòàâèìî â

âèäå

∆f (x0) = A∆x + o(∆x).

Çíà÷èò, ∆f (x0)→ 0 ïðè ∆x → 0, òî åñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Ïîñëåäíèå äâå òåîðåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè â

òî÷êå x0 è ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x0) � ýêâèâàëåíòíûå ñâîéñòâà è ÷òî

êàæäîå èç íèõ ñèëüíåå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå x0.
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Â ôîðìóëå

df (x0) = f ′(x0)∆x , −∞ < ∆x <∞.
ïåðåìåííîå ∆x îáîçíà÷àþò ÷åðåç dx = ∆x . Òîãäà äèôôåðåíöèàë df (x0)
ïðèíèìàåò âèä

df (x0) = f ′(x0) dx , −∞ < dx < +∞.
Ïðè ýòîì dx íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî, à df (x0)
� äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè.

Ñèìâîëîì
df

dx
÷àñòî îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíóþ f ′.

Òåîðåìà (àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëîâ)

Ïóñòü ôóíêöèè f , g äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0. Òîãäà ôóíêöèè f ± g , fg ,

è â ñëó÷àå g(x0) 6= 0 òàêæå è
f

g
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0, ïðè÷åì â ýòîé

òî÷êå

1 d(f ± g) = df ± dg ;

2 d(fg) = g df + f dg ;

3 d

(
f

g

)
=

g df − f dg

g2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë äëÿ ïðîèçâîäíûõ.

Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð:

2. Ôîðìóëó ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ (fg)′ = f ′g + fg ′ óìíîæèì ïî÷ëåííî

íà dx . Ïîëó÷èì d(fg) = (fg)′dx = gf ′dx + fg ′dx = g df + f dg .
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Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà

Ïðîâåäåì ñåêóùóþ M0Mh ÷åðåç òî÷êè M0 = (x0, f (x0)) è
Mh = (x0 + h, f (x0 + h)) ãðàôèêà ôóíêöèè y = f (x), ãäå h 6= 0.

Óðàâíåíèå ñåêóùåé M0Mh èìååò âèä y = k(h)(x − x0) + y0, ãäå

y0 = f (x0), k(h) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Óñòðåìèì h ê íóëþ. Òîãäà òî÷êà Mh áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê M0, ñåêóùàÿ �

ïîâîðà÷èâàòüñÿ, ìåíÿÿ ñâîé óãëîâîé êîýôôèöèåíò k(h), êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ê

êîíå÷íîìó ïðåäåëó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò f ′(x0):
k(h)→ k0 = f ′(x0).
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Ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (x0, f (x0)) ãðàôèêà è ÿâëÿþùóþñÿ

ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèåì ñåêóùåé, íàçûâàþò êàñàòåëüíîé. Äàäèì òî÷íîå

îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò f ′(x0). Êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå

(x0, f (x0)) íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ

y = y0 + f ′(x0)(x − x0), ãäå y0 = f (x0).

Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà U(x0) è ñóùåñòâóåò f ′(x0). Òîãäà ñðåäè âñåõ

ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (x0, f (x0)), êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè

f è òîëüêî îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

f (x)− y(x) = o(x − x0) ïðè x → x0.

TrushinBV.ru Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë 8 îêòÿáðÿ 2013 ã. 10 / 14



Ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (x0, f (x0)) ãðàôèêà è ÿâëÿþùóþñÿ

ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèåì ñåêóùåé, íàçûâàþò êàñàòåëüíîé. Äàäèì òî÷íîå

îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò f ′(x0). Êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå

(x0, f (x0)) íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ

y = y0 + f ′(x0)(x − x0), ãäå y0 = f (x0).

Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà U(x0) è ñóùåñòâóåò f ′(x0). Òîãäà ñðåäè âñåõ

ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (x0, f (x0)), êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè

f è òîëüêî îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

f (x)− y(x) = o(x − x0) ïðè x → x0.

TrushinBV.ru Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë 8 îêòÿáðÿ 2013 ã. 10 / 14



Ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (x0, f (x0)) ãðàôèêà è ÿâëÿþùóþñÿ

ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèåì ñåêóùåé, íàçûâàþò êàñàòåëüíîé. Äàäèì òî÷íîå

îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò f ′(x0). Êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå

(x0, f (x0)) íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ

y = y0 + f ′(x0)(x − x0), ãäå y0 = f (x0).

Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà U(x0) è ñóùåñòâóåò f ′(x0). Òîãäà ñðåäè âñåõ

ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (x0, f (x0)), êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè

f è òîëüêî îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

f (x)− y(x) = o(x − x0) ïðè x → x0.

TrushinBV.ru Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë 8 îêòÿáðÿ 2013 ã. 10 / 14



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî

èìååì

f (x)− f (x0) = f ′(x0)(x − x0) + o(x − x0) ïðè x → x0.

Îòñþäà

f (x)− y(x) = f (x)− (f (x0) + k(x − x0)) = (f ′(x0)− k)(x − x0) + o(x − x0).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà åñòü o(x − x0) ïðè x → x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k = f ′(x0), òî åñòü êîãäà ïðÿìàÿ y = f (x0) + k(x − x0) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè

êàñàíèÿ ðàñïîëîæåíà áëèæå ê ãðàôèêó ôóíêöèè, ÷åì äðóãèå ïðÿìûå.
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Ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0), ÿâëÿÿñü óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì êàñàòåëüíîé, ðàâíà

tgα, ãäå α � óãîë ìåæäó îñüþ àáñöèññ è êàñàòåëüíîé, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè

àáñöèññ â íàïðàâëåíèè êðàò÷àéøåãî ïîâîðîòà îò áàçèñíîãî âåêòîðà îñè

àáñöèññ ê áàçèñíîìó âåêòîðó îñè îðäèíàò.

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

df (x0) = f ′(x0)∆x ïðè çàäàííîì ∆x ðàâåí ïðèðàùåíèþ îðäèíàòû

êàñàòåëüíîé.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è
∆f

∆x
→∞ ïðè ∆x → 0. Òîãäà

ãîâîðÿò, ÷òî f èìååò áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0, f
′(x0) =∞ è ÷òî

ãðàôèê ôóíêöèè f èìååò â òî÷êå (x0, f (x0)) âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ

x = x0.

Ðàíåå ðàññìîòðåííóþ êàñàòåëüíóþ ñ êîíå÷íûì óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì

f ′(x0) ÷àñòî íàçûâàþò íàêëîííîé êàñàòåëüíîé.
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àáñöèññ ê áàçèñíîìó âåêòîðó îñè îðäèíàò. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

df (x0) = f ′(x0)∆x ïðè çàäàííîì ∆x ðàâåí ïðèðàùåíèþ îðäèíàòû
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è
∆f

∆x
→∞ ïðè ∆x → 0. Òîãäà

ãîâîðÿò, ÷òî f èìååò áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0, f
′(x0) =∞ è ÷òî

ãðàôèê ôóíêöèè f èìååò â òî÷êå (x0, f (x0)) âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ

x = x0.
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Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë
Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå

Îïðåäåëåíèå

Ïðàâîé îäíîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

f ′+(x0) = lim
∆x→0+0

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x
,

åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.

Ëåâîé îäíîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

f ′−(x0) = lim
∆x→0−0

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x
,

åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.

Ñëîâî �îäíîñòîðîííÿÿ� ÷àñòî îïóñêàþò è íàçûâàþò f ′+(x0) ïðàâîé, à f ′−(x0) �
ëåâîé ïðîèçâîäíîé.
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Óïðàæíåíèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′+(x0). Òîãäà ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå x0.

Óïðàæíåíèå

Ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò

îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå f ′−(x0), f ′+(x0) è f ′−(x0) = f ′+(x0).

Çàìå÷àíèå
Íà îñíîâå îäíîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îäíîñòîðîííåé

êàñàòåëüíîé.
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