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Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Àêñèîìàòèêà

Îïðåäåëåíèå

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ

(âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë, à åãî ýëåìåíòû � äåéñòâèòåëüíûìè (âåùåñòâåííûìè)
÷èñëàìè, åñëè íà R îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è
îòíîøåíèå ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì àêñèîìàì.

TrushinBV.ru Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë 3 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. 2 / 18



1◦. Àêñèîìû ñëîæåíèÿ (a, b → a + b)

1 ∀ a, b ∈ R → a+ b = b + a (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

2 ∀ a, b, c ∈ R → a+ (b + c) = (a+ b) + c (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

3 ∃ 0 ∈ R : ∀ a ∈ R → a+ 0 = a;

4 ∀ a ∈ R → ∃ (−a) ∈ R: a+ (−a) = 0 (÷èñëî (−a) íàçûâàåòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíûì ÷èñëîì äëÿ a).

2◦. Àêñèîìû óìíîæåíèÿ (a, b → ab)

1 ∀ a, b ∈ R → ab = ba (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

2 ∀ a, b, c ∈ R → a(bc) = (ab)c (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

3 ∃ 1 ∈ R, 1 6= 0 : ∀ a ∈ R → 1 · a = a;

4 ∀ a ∈ R, a 6= 0 → ∃ 1
a
∈ R : a · 1

a
= 1 (÷èñëî

1

a
íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì

÷èñëîì äëÿ a).

5 ∀ a, b, c ∈ R → (a+ b)c = ac + bc (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ).
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3◦. Àêñèîìû ïîðÿäêà (äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R óñòàíîâëåíî îòíîøåíèå
a 6 b èëè b 6 a)

1 ∀ a, b ∈ R : a 6 b, b 6 a → a = b;

2 ∀ a, b, c ∈ R : a 6 b, b 6 c → a 6 c ;

3 ∀ a, b, c ∈ R : a 6 b → a+ c 6 b + c ;

4 ∀ a, b ∈ R : 0 6 a, 0 6 b → 0 6 ab.

a 6 b ìîæíî çàïèñûâàòü òàêæå â âèäå b > a;
a 6 b ïðè a 6= b � â âèäå a < b èëè b > a.

4◦. Àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè (ïðèíöèï Äåäåêèíäà)

Ïóñòü A, B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà R òàêèå, ÷òî

∀ a ∈ A, b ∈ B → a 6 b.

Òîãäà ñóùåñòâóåò c ∈ R òàêîå, ÷òî

∀ a ∈ A, b ∈ B → a 6 c 6 b.
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Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
1 ×èñëî 0 åäèíñòâåííî.
2 Äëÿ ëþáîãî a ÷èñëî (−a), ïðîòèâîïîëîæíîå ê a åäèíñòâåííî.
3 Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå x òàêîå, ÷òî a+ x = b (ïðè ýòîì

x = b + (−a); ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ ìåæäó b è a è îáîçíà÷àåòñÿ
b − a).

4 ×èñëî 1 åäèíñòâåííî.

5 Äëÿ ëþáîãî a 6= 0 ÷èñëî
1

a
, îáðàòíîå ê a åäèíñòâåííî.

6 Äëÿ ëþáûõ a 6= 0 è b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå x òàêîå, ÷òî ax = b (ïðè ýòîì

x = b · 1
a
; ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ïðè äåëåíèè b íà a è îáîçíà÷àåòñÿ

b

a
.

7 Äëÿ ëþáîãî a ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî a · 0 = 0.
8 Ïóñòü a è b òàêèå, ÷òî ab = 0, òîãäà a = 0 èëè b = 0.
9 Äëÿ ëþáûõ a è b âñåãäà èìååò ìåñòî îäíî è òîëüêî îäíî èç ñîîòíîøåíèé

a < b, a = b, a > b.
10 1 > 0.
11 Ïóñòü a 6 b, òîãäà −b 6 −a.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå ýòè ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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Ïðèìåðû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {1, 2, 3, . . .}, ãäå 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1,
4 = 3 + 1, . . .

Ìíîæåñòâî N0 = N ∪ {0}.
Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z = {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .}.

Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q =
{
x : x =

m

n
, m ∈ Z, n ∈ N

}
.

Ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë R \Q.

Óïðàæíåíèå

Äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ N, N0, Z è Q óêàæèòå êàêèå èç àêñèîì
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå âûïîëíÿþòñÿ.

Óïðàæíåíèå*

Óêàæèòå êàêèå èç àêñèîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.
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×èñëîâûå ïðîìåæóòêè

Íàçâàíèå Îáîçíà÷åíèå Îïðåäåëåíèå

îòðåçîê [a; b] {x : a 6 x 6 b}
èíòåðâàë (a; b) {x : a < x < b}

ïîëóèíòåðâàë [a; b) {x : a 6 x < b}
(a; b] {x : a < x 6 b}

îòêðûòûé ëó÷ (−∞; b) {x : x < b}
(a; +∞) {x : x > a}

çàìêíóòûé ëó÷ (−∞; b] {x : x 6 b}
[a; +∞) {x : x > a}

÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ (−∞; +∞) {x : x ∈ R}
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Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè ñóùåñòâóåò
÷èñëî b òàêîå, ÷òî

∀ x ∈ X → x 6 b.

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî b îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî X ñâåðõó.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî a
òàêîå, ÷òî

∀ x ∈ X → x > a.

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî a îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî X ñíèçó.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî îãðàíè÷åíî è ñâåðõó è
ñíèçó.
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Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì ñâåðõó.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì ñíèçó.

Îïðåäåëåíèå
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Îïðåäåëåíèå

Âåðõíåé ãðàíüþ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X ⊂ R íàçûâàåòñÿ ÷èñëî b,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

∀ x ∈ X → x 6 b;

∀ b′ < b → ∃ x ∈ X : x > b′

(∀ ε > 0 → ∃ x ∈ X : x > b − ε).

Îïðåäåëåíèå

Íèæíåé ãðàíüþ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X ⊂ R íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

∀ x ∈ X → x > a;

∀ a′ > a → ∃ x ∈ X : x < a′

(∀ ε > 0 → ∃ x ∈ X : x < a+ ε).

Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè supX , inf X
ñîîòâåòñòâåííî.
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Òåîðåìà (åäèíñòâåííîñòè)

×èñëîâîå ìíîæåñòâî íå ìîæåò èìåòü áîëüøå îäíîé âåðõíåé ãðàíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñêàÿ ïðîòèâíîå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë b è
b′ (b 6= b′) ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X . Ïóñòü, äëÿ
îïðåäåë¸ííîñòè, b′ < b. Òîãäà, â ñèëó òîãî, ÷òî b = supX , èç îïðåäåëåíèÿ
âåðõíåé ãðàíè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷èñëà b′ → ∃ x ∈ X : x > b′. Íî òîãäà b′ íå
ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå
Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âåðõíåé
ãðàíè. Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè âåðõíÿÿ ãðàíü ñóùåñòâóåò, òî îíà
åäèíñòâåííà.

Çíà÷èòåëüíî áîëåå ãëóáîêîé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè âåðõíåé
ãðàíè.

Òåîðåìà (î ñóùåñòâîâàíèè âåðõíåé ãðàíè)

Âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî èìååò âåðõíþþ
ãðàíü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî.
Ðàññìîòðèì íåïóñòîå ìíîæåñòâî B, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå ÷èñëà
b, îãðàíè÷èâàþùèå ìíîæåñòâî A ñâåðõó.
Òîãäà

∀ a ∈ A, ∀ b ∈ B → a 6 b.

Èç àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ R

∀ a ∈ A, ∀ b ∈ B → a 6 c 6 b.

Ïîêàæåì, ÷òî ∃ supA = c .

Ïåðâîå óñëîâèå èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè âûïîëíåíî äëÿ c â ñèëó òîãî,
÷òî

∀ a ∈ A → a 6 c .

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå. Ïóñòü c ′ < c . Òîãäà c ′ 6∈ B, òàê êàê

∀ b ∈ B → c 6 b.

Ñëåäîâàòåëüíî, c ′ íå îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî A ñâåðõó, òî åñòü

∃ x ∈ A : x > c ′,

òàê ÷òî âòîðîå óñëîâèå òàêæå âûïîëíåíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, c = supA, è òåîðåìà äîêàçàíà.
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Èç àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ R

∀ a ∈ A, ∀ b ∈ B → a 6 c 6 b.

Ïîêàæåì, ÷òî ∃ supA = c .
Ïåðâîå óñëîâèå èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè âûïîëíåíî äëÿ c â ñèëó òîãî,
÷òî

∀ a ∈ A → a 6 c .

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå. Ïóñòü c ′ < c . Òîãäà c ′ 6∈ B, òàê êàê

∀ b ∈ B → c 6 b.

Ñëåäîâàòåëüíî, c ′ íå îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî A ñâåðõó, òî åñòü

∃ x ∈ A : x > c ′,

òàê ÷òî âòîðîå óñëîâèå òàêæå âûïîëíåíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, c = supA, è òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îïðåäåëåíèå

Ðàñøèðåííûì ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}.

Òî åñòü ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà R ÿâëÿþòñÿ âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è åùå
äâà ñèìâîëà: −∞, +∞.

Â ìíîæåñòâå R íå ââåäåíû ñëîæåíèå è óìíîæåíèå, íî èìååòñÿ îòíîøåíèå
ïîðÿäêà. Äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R â ñëó÷àå a, b ∈ R îòíîøåíèå ïîðÿäêà
òî æå, ÷òî â R. Â äðóãèõ æå ñëó÷àÿõ îíî îïðåäåëåíî òàê:

∀ a ∈ R → −∞ < a, a < +∞; −∞ < +∞.
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Ðàññìàòðèâàÿ ìíîæåñòâî X ⊂ R êàê ïîäìíîæåñòâî ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (X ⊂ R), ìîæíî îáîáùèòü ïîíÿòèå supX . Ýòî
îáîáùàþùåå îïðåäåëåíèå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâåäåííûõ âûøå ëèøü òåì,
÷òî â êà÷åñòâå b ìîæíî áðàòü íå òîëüêî ÷èñëî, íî è ýëåìåíò +∞.
Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåïóñòîãî íåîãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ÷èñëîâîãî
ìíîæåñòâà X

supX = +∞.

Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿêîå íåïóñòîå ÷èñëîâîå
ìíîæåñòâî èìååò â ðàñøèðåííîì ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R
âåðõíþþ ãðàíü.

Çàìå÷àíèå

Âñå èçëîæåííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà
ïîíÿòèå íèæíåé ãðàíè.
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Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî îòðåçêîâ

{[an, bn]}∞n=1 = {[a1, b1], [a2, b2], . . . },

∀ n ∈ N → −∞ < an < bn < +∞

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé âëîæåííûõ îòðåçêîâ, åñëè

∀ n ∈ N → [an, bn] ⊃ [an+1, bn+1],

òî åñòü êàæäûé îòðåçîê ñîäåðæèò ñëåäóþùèé çà íèì.

Òåîðåìà (Íåïðåðûâíîñòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî
Êàíòîðó)

Äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ
âñåì îòðåçêàì äàííîé ñèñòåìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ {[an, bn]}∞n=1 ðàññìîòðèì
äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà

A = {an}∞n=1 = {a1, a2, . . . },

B = {bn}∞n=1 = {b1, b2, . . . }.
Òàê êàê

∀ n,m ∈ N → [an+m; bn+m] ⊂ [an; bn] ⇒ an 6 an+m;

∀ n,m ∈ N → [an+m; bn+m] ⊂ [am; bm] ⇒ bn+m 6 bm.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀ n,m ∈ N → an 6 an+m 6 bn+m 6 bm.

Òî åñòü
∀ a ∈ A, b ∈ B → a 6 b.

Â ñèëó àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóåò ÷èñëî c òàêîå, ÷òî

∀ a ∈ A, b ∈ B → a 6 c 6 b.

Â ÷àñòíîñòè,
∀ n ∈ N → c ∈ [an, bn],

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ {[an, bn]}∞n=1 íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ

ñèñòåìîé âëîæåííûõ îòðåçêîâ, åñëè

∀ ε > 0 → ∃ n ∈ N : bn − an < ε.

Òåîðåìà

Ñòÿãèâàþùàÿñÿ ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ èìååò ðîâíî îäíó òî÷êó,
ïðèíàäëåæàùóþ âñåì îòðåçêàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà îáùàÿ òî÷êà äëÿ îòðåçêîâ
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååòñÿ â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Ïîêàæåì,
÷òî îáùèõ òî÷åê íå áîëüøå îäíîé.
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Îïðåäåëåíèå
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Îïðåäåëåíèå
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Äîïóñêàÿ ïðîòèâíîå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê c è
c ′ ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ âñåõ îòðåçêîâ ñèñòåìû. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
c ′ < c , òî åñòü ε = c − c ′ > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ñòÿãèâàþùåéñÿ ñèñòåìû,
∃ n ∈ N : bn − an < ε. Òîãäà an 6 c ′ < c 6 bn. Îòñþäà

an 6 c ′ ⇒ −c ′ 6 −an ⇒ c − c ′ 6 c − an;

c 6 bn ⇒ c − an 6 bn − an.

Ïîýòîìó ε = c − c ′ 6 c − an 6 bn − an < ε. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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